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Seitdem der unvergessliche Hesse in Folge eines Erlasses des 
Baierischen Cultusministeriums, welcher die Einfühnudg der Lehre von 
denJDeterminanten in den Lehrplan der Gymnasien vorschreibt, sein 
Schriftchen . über Determinanten hatte erscheinen lassen, wurde die 
Frage über die Art der Verwendung beim elementar-mathematischen 
V Unterricht zu einer der mathematischen Propädeutik. Es sind unter- 
ni^j» dessen denn auch verschiedene Schriften erschienen, welche, jede in ihrer 
J^ Art treffend, denselben Gegenstand behandeln. Auch Verfasser, der seit 
^ Jahren die Determinanten beim Unterrichte verwendet, hat schon an 
7 einer andern Stelle*) Gelegenheit gehabt, seine Ansicht über die Art der 
X Verwendung zu äussern, und kann hier hur nochmals wiederholen, dass 
^ es bei der jetzigen Vertheilung des algebraischen Pensums an unsem 
'^Ijj hohem Schulen nicht möglich sein wird, die Lehre von den Determinanten 
als eine in sich fortlaufende und selbstständige Theorie dem Unter- 
richte einzuverleiben. Bei der grossen Fruchtbarkeit des Gegenstandes 
für verschiedene Partien der Algebra und analytischen Geometrie 
ist es aber dennoch wünschenswerth, dass man da, wo es die 
Gründlichkeit der Sache und das Interesse an Zeitersparniss ver- 
langty die Determinanten auch wirklich verwendet. Jeder, der 
Gelegenheit gehabt, die bestehenden Methoden bei Gleichungen mit 
mehr als 2 Unbekannten anzuwenden, wird sich auch hinreichend 
von dem Unschönen und Uneleganten des umständlichen Verfahrens 
überzeugt haben. Es ist gewiss von hohem didaktischen 
Interesse, und Nichts liegt dem Verfasser femer, als jene Methoden 
aus dem Unterrichte entfernt zu wissen, dass der Schüler die Ge- 
sichtspunkte lernt, von denen aus man die Anzahl der Unbekannten 
nach und nach vermindem kann, allein man wird auch finden, dass 
jenes f or male Bildungseleflient bald vor dem operativen zurücktritt, 



*) Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen unter 
rieht von J. C. Hoff mann. VI. 1. 
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ferthe der Unbekannten wirklich zn berechnen. 

die Aufgraben an, welche ans in ausgezeichneten 
lote stehen, ao macht, abgesehen von den ein- 
I, die gTösste Zahl derselben eine Menge Ton 

Irrationalitäten, Nenner, Klammem etc. fort- 
ffeit eingerichtet sSid, dass sie die Frage, welche 
Q sei, überhaupt zulassen. Liegt hierin ein 
] soll man, denke ich, nachdem man so weit 
n Neuem Methoden anwenden, welche wiederum 
nungen nothwendig machen, um schliesslich den 
iten zu erhalten, sondern man wird den Weg 
ttet, den Werth derselben sofort in geschlossener 
Icienten hinzuschreiben, wodurch nicht nur «Zeit 
Arbeit dem Schüler anch gefälliger gemacht wird. 
3ser Vortheil nur ein geringer, gegenüber denen, 
Qg der Determinanten anch auf andern Gebieten 
lers in der Theorie der Gleichungen gewährt, 
letrübende als wahre Thatsache, wie man ans 
dem pädagogischen Organe unseres Lehrfaches 
während alle übrigen Disciplinen an unsem 
Ganze büdeb, man in der Algebra, wenn ich 

darf, noch nicht einmal mit der Formenlehre, 
nd Conjugationen fertig ist. Der Grund ist 
ihen. Angesichts des systematisch geordneten 
«metrie, kann man sich des Gedankens nicht 
r Lehrgang in der Algebra an unsem Schalen 
menhängendes und unorganisches Ganze bilde, 
in einem Anlemen von nebeneinanderstehenden 

Mit geringer Abwechslung findet man in allen 
en bunten Lehrgang : Einleitung; die 4 Grnnd- 
are Gleichungen mit einer und mehren TJnbe- 
1, Wurzeln, Logarithmen; — Gleichungen zweiten 
mehren Unbekannten^ — Progressionen, Zinses- 

— diophantische und cubische Gleichungen oder 
ombinatorik. — Darin liegt meines Erachtens 
dt der Frage, wann und wie soll man mit 
beginnen. Wäre man eret einmal so weit 
1 die Gebiete Arithmetik und Algebra in ihren 
Ichulen besser gegen einander abgrenzte; ich 
.3 Gebiet der erstem, umfasaend die 7 Grund- 



Operationen in alle:emein6n Zahlen, Progreasionen, Zinseez 
Bentenrecbnung, Kettenbräche uud je nach Bedüifniss an 
binatorik, als ein Zusammengehöriges hintereinander • 
nnd daran als hohem Stufe unter dem Namen Algi 
Lehre von den Gleichungen und Allem, was damit znsamm 
knüpfte, so könnte man nicht im Zweifel sein, wo passend 
Determinanten m be^nen wäre. Es wäre zugleich eine 
Grundlage gewonnen für die Lehre tob den Gleichungen, 
jetzt an nnaeni Schulen nur Stückwerk bilden, mit Ansna 
linearen Gleichungen nnd eingekleideten Rechenaufgaben von i 
pädagogischen und wissenschaftlichen Werthe. Wie bis 
Lehrplan vorgeschrieben, wird am besten da mit den Deten 
begonnen, wo man darauf gestossen wird, nämlich bei den 
Oleichongen mit mehren Unbekannten. An Beispielen mit all; 
Coe^cienten findet man, dass das Besnltat sich stets in ganz be 
Form aus den Coefficienten zusammensetzt; man knüpft da 
kurze Definition und kann dann die wenigen Sätze über d 
minanten rasch absolviren. Dass die Lehre von den Deten 
möglichst unabhängig von den Perrautationen zu machen 
wohl von allen Schulmännern zugegeben. Ein hervorragend 
anf dem Gebiete der Determinanten hat kürzlich darauf aui 
gemacht*), dass die praktische Verwendbarkeit der Deter 
gerade in der Darstellung derselben mit Hülfe von Unterdeteri 
bemho. Verfasser kann dieses ans seiner Erfahmng nur be 
seine ganze Methode kommt darauf hinaus, in induktiver ? 
Determinanten in TJnterdeterminanten zu zergliedern. Die 
Weise selbst ist von ihm kürzlich in der Zeitschrift für 
malischen und natnrwissenschaftlichen Unterricht dai^legt, w 
.geringer Abänderung auch im vorliegenden Werkchen beibeh; 
Ein besonderes Gewicht ist anf die Theorie der Gle 
zweiten, dritten und vierten Grades gelpgt, welche sich 9 
der In- und Covarianten in einfacher nnd leichter Weise 
lassen und zugleich Gefegenheit geben, den Gegenstand 
lieber zn gestalten, als es bei blosser Angabe der synt 
Lüsnngsmethoden möglich ist. Doch , indem ich dieses 
schreibe, kommt es mir fast vor, als sei der Sache ein g( 
Mantel umgehängt, als ihr eigentlich zukommt. Denn i 



') Günther: Zeitschrift für mathematischen nnd natnrwiai 
liehen Unterricht, VL pag. 138. 



Covamnten, je eine bei den Qleichnngea dritten 
and 3 Invarianten, je eine bei den Gleichungon 
vierten Grades, auf. Dass für gewisse Coef- 
ob^e Namen eingeführt wurden, liat wesentlich 
Marksteinen, weil nm sie sich die Lösung 
Wenn es auffallen mnss, dass in dem Ansdmcke 
Ehen, b* — ac, (D) bei der LÖsnng der qnadra- 
sänuntliche Coefficienten enthalten sind, wenn 
einer linearen Substitution (anch reciproken 
cht ändert nnd schliesslich die Beschaffenheit 
ron abhängt, ob D positiv, negativ oder Hnll 
auch pädagogisch richtig, eine derartige Coef- 
it besonderm Namen auszuzeichnen und zu fisiren. 
} auch nicht für überflüssig gehalten, den 
Grades mit mehren Unbekannten einige Zeilen 
idere sind diejenigen Formen, welche zn den 
Q, aber wegen ihrer Beziehung zu Eliminations- 
ytischen Geometrie von Wichtigkeit sind, mit 
idett. Ein aufmerksamer Leser, der mit der 
nstigen Verfahrens bekannt ist, wird den Vor- 
1, der in der Rechnung mit geschlossenen 

:hen Geometrie wurden die gewöhnlichsten Anf- 
ste der geraden Linie nnd Eegelsclmitte behan- 
veniger besondere Theorien erforderlich als die 
Feise, sich die Aufgaben so zurechtzulegen, 
lauten behandelt werden können. Der Vortheil 
icheinlich. Besonders zeigt sich dieses bei der 
iltes eines Dreiecks oder einer Pyramide aus 
Ecken, beim Zerfallen eines Kegelschnittes in 
ei Berechnung der Durchschnittspunkte einer 
uem Kreise. 

ich noch hinzufüge«, *ass sowohl die Lehre von 
ils auch die Theorie der In- und Covarianten 
I selbständig ist nur die Art und Weise, wie 

Werke über Determinanten seien genannt: 

und Anwendung der Determinanten. Leipzig. Hirtel. 
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dieselben gewonnen und verwerthet wnrden. Das Werke 
eben ganz nnd gar auf dem Boden der Schale gewachsen n 
ans den gelegentlich gegebenen Anmerkungen und Beispi 
ersehen, ist fast kein Satz darin enthalten, der nicht im pra 
Unterricht gereift und geprüft worden ist. Wenn dieses e 
zng sein sollte, so macht Verfasser dabei nicht den Anspr 
Unübertrefflichkeit, Bonderii fflgt ausdrücklich das Bedauern 
dass seine Hand nicht geschickt genug war. Manches vielleit 
einfacher und eleganter zq machen; es kam ihm zunächst 
an, diejenigen Gebiete der niedem Mathematik ausfithrli< 
behandeln," auf welchen die Determinanten eine fruchtbare 
dnng finden. 

Essen, am Sylvestertage 1875. 
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S. 1. 
Erklftrong und Definition von Determinanten. 

Bei der Behandlung gewisser algebraischer Probleme nehmen dii 
rasultirenden Ansdrücke oft eine so coraplicirte Gestalt an, das» man 
genöthigt iet, zu Abkürzungen oder Symbolen seine Zuflucht zu 
nehmen. Namentlich siod es bestimmte Aggregate von Produkten. 
die sehr hfiuflg nnd dabei in derselben Form wiederkehren, 
welche man eine besondere Schreibweise gewählt hat, aus der 
gekehrt jene bealimmten Aggregate von Produkten in einfacher 1 
hergeleitet werden kSnnen. 

Erklärung: Werden n^ Grössen in n Horizontal- und n 
tikalreihen geordnet, nämlich: 



so versteht man untei 
Produkten aus obigei 



bj Cj 
b„ e„ 



Determinante des Systems ein Aggri'^at 
Elementen, welches in folgender Weiii' 



1) Jedes Produkt hat d Fakte 

ertikalreihe nicht mehr als ei 

ickommen. 

2) Die Hälfte . 



■stebendrn 
ntal- o.liT 
ils Faktor 



Produkte ist posi 



Die erstere Bedingung bfstinunt die Anzahl und Ililduii^Hweisi: 
der möglichen Produkte und ist, nie wir sehen werdini, i-iiidiiuliK 
und hinreichend für die Aufstellung derselben, Was ferner di<i Ilc- 
stimmung der Vorzeichen bei den einzelnen Produkten nnb^rllTi, 
so müssen wir hierbei auf die Stellung der einzelnen Klemejitc In 
obigem System achten. 

Wir sagen, ein Element ist geraden Charakters, wenn <'" Im 
dem au%eatellten Systeme .in gerader Keihe an gerader Stiilli', 
oder ungerader Reihe an ungerader Stelle steht. 

Z. 6. ft] ist geraden Charakters; denn es steht In i:rsti^r 

Keihe an erster Stelle; 
ebenso c^, weil es in dritter Reihe an erster Htelle steht; 

■ ebenso sind a^, a^, Cj, Cj etc. Glieder geraden ('harakti^m, 

Rekmiiin, DttcnDininleo. 1 



rader Reihe an gerader Stelle oder 

Seraden Charakters. 

Y, C4 ; etc. 

urfUhtung spätet sehen, in wiefern wir 



S. 2. 
m 2., 3. nnd 4. Gradei. 

1. Grades hat die "Form: 
la b| 

ab, - ba,. 

die Spitze eines Produktes, so köonen 
voD Determinanten nnr noch mit b, 
dann a, an die Spitze eines Produktes, 
och b hinzutreten; und da wir hierbei 
es aus einer Horizontalieilie in die andere 
eraden Charakters mit einem ungeraden 

bezeichnen wir dies zweite Produkt ba, 

n, dass bei einer Determinante zweiten 
ikte möglich sind, welche dem Begriffe 



> zweiten Grades unterscheidet die 
n positiven nnd negativen Gliedern. 



!' |a bj' |a a — b|' |5 |' 
1. 3 Ol |o 1 -1 
' |a 1 +-i-j 

; C^^ - b^); Ca' - b'); C(« - t')^): 
; (j^.-.b'^y, (ac-b^); (tt^- ao): 
3; C-3); i-iSy, (-35); (0); 



In Determinantenform zu schreiben: 
7;'5; 16; 19; 121; -13; 



17; X, y — y x; 3a — 7b'; 



a 



c2 _ bd: — 
b 



a 



; 3gh — xy; xyu — u^. 



Anleitung: 


16 = 


1 X 

16 





1 


16 

X 


5 3 
3 5 


etc. 


a 1 
-— = a — - etc. 
b b 









; 16 = 52~-32, 



II. Eine Determinante dritten Grades hat die Form: 

a b c 
a. 



»1. b„ c„ 



Was die Ausrechnung anbetrifft, so sollen nach der gegebenen Defi- 
nition in jedem Produkte 3 Elemente als Faktoren auftreten und zwar 
in jedem Produkte aus jeder Horizontal- oder Vertikalreihe (Zeile 
oder Colonne) nur ein einziges. Setzen wir daher zur Bildung eines 
der Produkte a an die Spitze, so bleiben als mögliche Faktoren für 
dieses Produkt nur noch die Elemente: 



b. c 



I ^1 



'II "U ^11 

d. h. die Glieder der Deteiminante zweiten Grades: 



t>,i c„ 



= b, c„ — c, b„. 



Ein Drittel der Determinanten ist also: 



a 



^1 c, 



= ab,c„ — ac,b„; 



nehmen wir dann a, heraus, so bleibt zur Bildung eines erforder- 
lichen Produktes nur noch: 

ii b c 



V' 



er- = 



ujid das zweite Drittel lautet: 



I I 







b 


D 






b,, c„ 




b c 




a, 




• 


1 


b. 


. c„ 





Da wir aber hierbei aus einer Horizontal reihe in die andere 
gingen (ein Element ungeraden Charakters nahmen), so setzen wir 
(-^) vor und bekommen: 

b c 



— a. 



K c„ 



= — a. bc. -f a. cb... 



\r 



. Setzen wir schliesslich a,, an die Spitze, so bleibt als letztes Drittel: 

b c 



a 



II 



b| c, 



= a.. bc, — a., cb, 



\^bei a positiv bleibt, weil es geraden Charakters ist. 



1' 









.^^t^' 



■r. .^ 
■* -ff 



















ittrelenden Determinanten zureiten Qradea bleibt 
vollständig in Krad, und haben dabei die letztem 
jrn ElnDass. Die Vorieichen werden lon dem 
:m entwickelt vird. 

neuen Produkte mehr, welche dem Be- 
nilgen und wir bekommen: 

I b, c, I I h c I , I b c I 

Mb!, c!,|-*'|b„c„| +*"|b, c,| 

) — C^ibCii — »|Cb|,) + C*iM ~ ^i*''',)- 

1 kSfinen, indem wir nach den Gliedern 

entwickelten. Bei den c tritt gar keine 

in Bezug auf ihre Stellung denselben 

"Wir würden demnach auch bekommen : 



wie oben gibt. 

Bezug auf ihre Stellung ganz den ei 
L den a, und wenn wir nach den b ei 
gerade den negativen Werth von R. 
ich den b, so erhalten wir: 
+ b, (ac„ - ca„) + b„ (a,c - c,a) 



lein und wir können daher schon hier 

rminante ändert das Vorzeichen, 
inderfolgende Reihen mit einander 

;nt33e finden statt, wenn wir nach den 
he (Zeile) entwickeln. Die zweite Hori- 
i den entgegengesetzten Charakter von der 
n Elementen entwickelt wird, so bekommt 

entgegengesetzte Vorzeichen, 
■minante E nach den Elementen der ersten 
zu entwickeln. 

n, dass dieselbe das entgegengesetzte Vor- 
a bekommt, wenn nach den Elementen der 
n Zeile entwickelt wird, ^ 



Anmerkung. Die Foi)n 1) zeigt uns die Entwicklung einer Deter- 
minante dritten Grades mit Hülfe von Determinanten niedrigem (zweiten) 
Grades. 

Da die Detennintnten dritten Grades sehr häufig zur Ausrech- 
nung kommen, so wollen wir derselben noch eine praktische Seite 
abgewinnen. Ordnen wir nämlich die ausgerechnete Determinante 
nach ihren positiven und negativen Gliedern, so bekonmien wir: 

ab,c„ + bc,a„ + ca,b„ - a.^b.c - b„c,a - c„a,b. 

Schreiben wir nun die beiden ersten Vertikalreihen nochmals 
rechts neben die unentwickelte Determinante, so bekommen wir 
obige Produkte, wenn wir parallel mit den beiden Diagonalen der 
Determinante multipliciren, und zwar die positiven, wenn wir parallel 
mit der ersten Diagonale (von a nach c,,), und negativen, wenn 
wir parallel mit der zweiten Diagonale (von c nach a,,) multipliciren. 
Also schematisch: 



a 
a. 



b 
b. 



c 
c. 



II 




Anmerkung. Man kann auch die beiden letzten Yertikalreihen vor die 
Determinante oder die beiden ersten Zeilen unter, oder die beiden letzten Zeilen 
über die Determinante setzen, um zu einem bequemen Schema für die Aus- 
führung zu gelangen. 

Aufgaben. Folgende Determinanten auszurechnen: 

1) 



1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


2) 

• 


13 
21 

7 


14 8 

15 9 
12 5 


3) 

• 




4) 

• 


4 7 8 
3 6 
5 9 


5) 

• 


a 
b 
c 


6) 



- a 

f 

b 


a b 
c 
c 


7) 

• 


a b 
b c 
c d 


c 
d 

L e 


8) 

• 


xz ^ 

ax b 
xz y 


z 1 

y 1 

■z 1 


9) a 
;- b 

c 


b c 
c a 
a b 


• 



a 



(87597\ 

(ace + 2bcd — c^ - ad^ — cb^j ; (3abc - 

III. Eine Determinante vierten Grades hat die Form: 

a b c d 
a^ bj c^ d 

b2 



12);(abc); (abc); 
- b3 - c3). 



ar 



C2 



do 



»3 1>3 Cs dg 



Um sie auszurechnen, erinnern wir uns der gegebenen Definition 
von Determinante. Die entstehenden Produkte werden von je vier 
Faktoren aus obigem System gebildet und zwar tritt aus jeder Reihe 
nUr ein Element als Faktor auf. Fangen wir wieder mit a an> so 






^^% 






b, c, dj I 
bj Cj dj 

I •>3 «3 "^S 1 

1 als erstes Viert«! der Determinante i 



a bj C2 <i2 ■ 
I bs % "'s 1 
I über, wobei wir bekann termassen das Zeichen 
in wir als zweites Viertel: 

I b c d 1 
— a, bj cj d2 ■, 

I bg C3 d3 1 
LOmmen wir die beiden übrigen Viertel, nämlich : 
dl I b c d I 

dj und — 03 bj c, d, 

dj I I ^ '^ ''i I 

te würde demnacli lauten: 

Ibcdl Ibcd'l jbcdj 

aj ^2 Cj d2 + *2 l*! "-i "^1 "^ "3 M*! '-1 ^) I 

I bg C3 dj I I bj Cg dj I I b2 Cj d2 

ie Detenninanten dritten Grades, welclie mit 
icirt sind, durch die resp. A, so wird : 
»A — a|Aj + »2^S — *3A.3' 
len wir erhalten, wenn wir R nach den Ele- 
Reihe entwickeln, wobei wir Satz 1 (S. 4) 
I. Es ist z. B. auch 
I bB - biBi + bjBj — bgBj | 
, Determiuanten sind, mit denen die b bei der 
r zweiten, Vertikalreihe (Colonne) multiplicirt 

icklung einer Determinante dritten Grades be- 
1 die Ansrechnung einer Determinante vierten 
! zurückgeführt iat, keine prinzipiellen Schwierig- 
geoGgt die ZurhckfUhrung der Determinante 
irm, in der sie nach den Elementen irgend 
: erscheint. Eine wirkliche Ausrechnung einer 
Grades hätte nur Werth bei Auflösung von 
riabeln, während in den weitaus meisten Fälleu 
minanten darin besteht, dass man die verschie- 
mit ihnen vornehmen kann, ohne sie selbst 
Q. brauchen. • 



Anmatkune. D» jedfl Determinante dritten Grades 6 GlUdi 
bat, so hat die DeUrmiaaDte vinCen Qrades 4, Ö. ^ 1. % 3. 4. ( 
4 Paktoren ihrer Elemente, 

Die BildnDg emo« Determiaante jeden beliebigen Gia< 
leicht zu Qberaehea. Gtne Detenuinante u. Grades kann 
fuhrt werden auf ein Aggregat von Determinanten n — 1. I 
multiplicirt mit einem Elemente derjenigen Reihe, nach 
Entwicklung vorgenommen wurde. 

Es ist allgemein Titr eine Determinante n. Grades 



E = aiAj - ftjAj + ajÄa . . . . f-l) 

jnn Aj Aj . . . die resp. 'Determinanten u — 1. Grades 

Aufgabe. Man entwickele in ähnlicher Bezeichnung 

minante nach den Elementen einer an 



a KaplteL 

Allgemeine SStze Über Determlnantei 
Unterdetermihanten. 

$■ 3. 
£iitvickelQiig der wichtigiten Sätze über Setermin 
ihre ümformoDg. 

Eine Determinante □. Grades nach den Elementen i 
Reihe, nehmen wir die erste Vertikalreihe, entwickelt, 
Vorigem: 

R = a,"Ai - ajAj + agAj . . . . C-1) 
Diese wichtige, allgemein gültige Entwicklung liefert 

folgende Sätze: 

Satz a. Eine Determinante n. Grades hat 1. 2 

Produkte aus je n Faktoren. 

Satz 3. Verschwinden k Elemente dcrselb 

zontal- oder Vertikalreihe, so verschwinden in 



■ antek. {(„-l)C„-2). , . 2 ■ 1 j 
jleiben deren (n— kj ( (n— 1) (n — 2) 

aj =: 0; . . . Sk = verachwiadet 
i^ — »2'^ ■ ■ ■ a^Ak. 
eterminante verschwindet, wenn alle 
■izontal- oder Vertikaireihe sind, 

ftj = . . . Sn ^ wifd E = 0; und 
ih den Elementen jeder Reihe gemacht werden 
imeine Gültigkeit des Satzes. 
ninden alle Elemente einer Horizon- 
:eihe bis auf eins, so reducirt sich 
auf eine solche des nächst niedern 
t mit dem übrig bleibenden Elemente, 
rorzeichen nach dem Charakter des- 

ftlle Elemente der ersten Vertikale bis auf 

E = BjA, 

K = — a2A2 etc. 
[an stelle den mit Oj multiplicirten Theil 



u einer dritten Grades zu erhöhen, ohne ihren 
^'erth zu andern. 



i b ■ andere WeiHen! 

Vie folgt Satz 5 aus Salz\3? 



wird mit einer Zahl p 
mtliche Elemente einer 



Qrze wegen eine Determinante dritten Grades. 
A — a,A, + a„A„ oder = aA — bB + cCj 



: pa ■ A — pb ■ B + pc ■ C. 

I pa pb pc I 
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Zusatz i. Für p = folgt hieraus SaU 4. 

Zusatz 2. Eine DetermiDaute ändert d&a Vorzeichen, we 
die Vorzeichen aller Elemente einer Reihe Ändert (p ^ — 

Zasatz 3. Eine Determinante wird durch eine Zahl ' 
indem man alle Elemente einer Beihe durch die Zahl 

Satz 7. Eine Determinante von zwei gleichen 
lelreihen ist 0. 

BewBls. Ist gegeben 



und entwickelt man nach den Elementen der ersten Vertika 
bekommt man B; vertauscht man dann die zweite Reihe i 
ersten und entwickelt ebenso, so bekommt man (Satz 1) — 
nun wegen der gleichen Elemente durch die Vertauschun; 
geändert wird, so muss sein : 

R = — R d. i. 

R = 0. 
Satz 8. Determinanten, welche nur in den Elen 
einer Vertikalen oder Horizontalen verschiede 
allen übrigen aber gleich sind, werden addirt ode 

zu einer Reihe vereinigt (addirt oder subtrahirt) u 
eine der Determinanten an Stelle der verschie 
Reihen setzt. 
Beveis: 

ß =^ a, b, c, ; R' = L, b, c, 

R = aA — a,A, + a„A„i R' ^- a\ — «,Ä, + a„A„ 
R ± R' = (a±a) A - (a, ± «,) A, + (a„ ± «„) ^ 
la ±a b c I 
=- a, ±a, b, c, 

Satz e. Der Werth einer Determinante ander 
nicht, wenn man zu den Elementen einer Reih 
beliebiges Vielfache einer andern (aber parallelen^ 
addirt oder subtrahirt. 

. , ,. i denn nach Satz 8 ist 

a, b, c, — a, ±pb, b, c, ; _. . 

' .' ' , 1. 1. Determinante: 

a b„ c » ±pb,, b,,c 



vnaate = iet Dach Suz 1. 



i sich die Elemente beider Reihen wie p : q, 
Beihe mit — multipliciren , dann ist die 

q 

i Satz 7; oder man kann nach SaU 9 ver- 
ine Beihe zu Null machen kann. 

16 3 41 
= 8 4 9 

|4 2 5| 
Iden ersten Vertikalen wie 2:1; wir er- 

[6 6 41 10 3 41 
= 889 = 049 =0. 

|4 4 5| {O 2 5| 
ider Sätze lassen sich DeterminaDteo vii?lfach 

^ie viel Produkte haben folgende Determinanten 
id wie heiasen sie? 



'elchei 

ie Detenuinante 

5 2 7 

6 3 9 

8 4 - 12 - 
12 6 21 ■ 
t Null, wesshalb? 
multiplicire die zw< 
■ ersten, so erhSlt 
letzteren multiplicire i 



b, c, d, 

c„ d„ **"■ 

0a d,„ 

folgt aus vorstehenden Aufgaber 



Vertikale mit und 
.n eine Determinante 
i die letzte Vertikale 



)lgende Detenninanlen zu veteinfacher 
127 13 4| 116 3 28 1 



36 12 76 16 

57 19 13 35 

14 27 25 11 

24 52 31 29 



• 11 — 

21 7 13 

15 5 25 
24 9 14 



Antwort: 



9 4 

6 7 



- 67 • 12 • 



; - 132 • 

13 35 
-19 -4 



1 2 
5 1 

- 15 



13 28 5 
9 5 9 
4 14 11 

1 -11 
-6 



7 13 
1 5 



131 209 

70 97 



a(p+l)q aq as 
1 



1 A 
a 



a. 



a. 



5) Zu vereinfachen und auszurechnen: 

a + X X ay 
f f g 

— 1 
a 



h 
a 





b c 




1 1 b 


• 


b 1 1 


• 


1 1 c 




c 1 1 




b c 



1 1 

yz je 

1 1 

xz y 

— — c2-3d 

xy z 




x-hy 
X— y 



x4-y X— y 




1 



1 




Antw.ort p- 



(ab, - ba, j ; 



f g 
h ia 



Cx* + a2) ; 



(xCx2 + a2 + b2 + C2)) ; ( - (C - b)2) ; ( - (c - b)^) ; 

(0) ; (2 (x2 - y2)) • 

6) Zu zerlegen: 

ac, — ca, ab, — ba, 1 . ^ 1 a c 1^ 

, ' , ' ' ' ; Antwort: 

bc, — cb, ac, — ca, I I ^i ^i I 

7) Es sei die Determinante auszurechnen: 

a-j-x b c 
R = a, y9 + x c, 

s a.i b„ r + x 
Auflösung. Nach Satz 8 erhält man 



a 


b 




b c 


a, 


b. 


• 


b, c, 



R = 



« , b c 

a, ß^x c, 



a 



II 



II 



y+x 

+ X 



a b 

a, ß+x 



c 
c. 



X b c 

+ /?-f X c, 

b„ y-f X a., b„ r+^ 

ß + x c, 

b,, r+x 

und mit Anwendung desselben Satzes auf die zweite und dritte Vertikale 

a„ y-jrx b,, y4-x 



R = 



ab c 




a, ß c, 


+ X 


a„ b„ y-f X 





C. *"« 



..-«^ 












, /» -^;^^; 



• . * ■ 



+ X (r + j) 

Lg von DeterminaDten höheren Grades obiger Fonn 
dieselbe Weise, S»ir erhalten daher den 
: man zu den Elemeoten det Diagonale 
inte eine nene Grösse x, so lässt eich die 
ich aufsteigenden Potenzen dieser Grosse 

.rt Detenninanten spezieller Form sind noch die 
etrischen, d. h. solche, in denen entsprechende 
1 Seiten einer Diagonale gleich sind. Sie führen 
g meistens auf einfache Ausdrucke. (Vergl. Äüf- 
Seite 5.} 



10 b cl 
b a ; 



b a 

c a b 

b a c 

a b c 



. < 
> c ( 
c b a 

■ a.'^; (2 abo); { (a - b)^ (a + b)^ - 20^ 

l-J) + c)Cb + c-a)Cci-a-b)(a-Vb-c)j- 

irechenden Elemente zu beiden Seiten einer Dia- 
etzt gleich, so heisst die Determinante eine sym- 
lant gauche), von denen diejenigen wichtig sind, 
lente Null sind. , 



- 







ite daran folgenden Satz: 

trale Determinante mit leerer Diagonale 
sie ungeraden Grades, oder ein voll- 
rat, wenn sie geraden Grades ist, 
re Art hierher gehörender Detenninanten wollen 
it der cubischen Gleichungen zurückkommen. 
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§. 4. 
Von den tJnterdeterminanten oder Minoren. 

Erklärung. Eine Determinante, welche aus einer 
andern dadurch entsteht, dass man in letzterer eine 
Vertikal- und Horizontalreihe unterdrückt, heisst eine 

Unterdeterminante oder ein Minor erster Stnfe. 

Unterdrückt man in letzterer wieder eine Vertikal- und Horizontal- 
reihe, so bekommt man eine Unterdeterminante zweiter Stufe u. s. f. 
Unterdrückt man in der Detenninante vierten Grades: 

a^ 1b^ c^ dj 

^2 b2 02 dj 



R = 



d4- 



^3 ^3 C3 
^4 b4 C4 
und Horizontalreihe des Index 1, so be- 



die Vertikalreihe der a 
kommen wir die Unterdeterminante: 

\)2 C2 dj 

h ^ ^Z 
b4 C4 d4 

welche wir mit A, bezeichneten. Sie heisst Unterdeterminante nach 

dem Elemente a^ ; indem man dasjenige Element als bestimmend ansieht, 

in welchem. sich die beiden unterdrückten Reihen treffen. 

Eine Unterdeterminante nach dem Elemente a^ entsteht alsQ 
aus R, wenn man darin alle Elemente a und alle Elemente mit dem 
Index 2 fehlen lässt. 

Schreiben wir daher R in der bekannten F^mj 
R = a^ A^ — a2 A2 4- ag A3 — a4 A4 
so sind darin die A schon wirkliche Unterdeterminanten in Bezug 
auf die Elemente der ersten Vertikalreihe. Lassen wir nun die 
negativen Zeichen in die Unterdeterminanten eingehen, d. h. verstehen 
unter A2, der Unterdeterminante nach dem Elemente aj, die negative 
(weil B^ ein »Element ungeraden Charakters ist) Determinante: 



»1 



C3 
C4 



4 



und ebenso bezüglich der Unterdeterminante A4, so können wir R 
durch seine Unterdeterminanten ausdrücken in der Form: 

.R = a| A| 4- a2 A2 + a3 A3 4- a4 A4 oder 



= b, Bi 



+ b2B2 



+ 



h^3 



+ 



h^i 



und ebenso in Bezug auf die Elemente c und d; nur müssen wir 
festhalten, dass B^, weil das bestimmende Element bj ungeraden 
Charakters ist, 

d. 



H 


C2 


^ 


C3 


H 


H 



d. 






ist. 



-v\^ 



ie Uuterdetermioanten ans R nach den 
; b^; cj; dj ; dj; und versehe sie mit 
L Vorzeichen. ' 

auB einer Determinante eine Lfnter- 
a Element der erstem, indem man; 
alle Elemente einer Horizontal- oder 
'agliche zu Null macht, dieses selbst 
pag, 8 Satz 5), oder 
izontal- und Vertikal reihe, worin das 
rdrücEt , und die flbrighleihende Deter- 
des Elementes mit dem erforderlichen 



nach dem Eiemeute a. 



it« der zngehürigen Horizontal- oder Vertilcal- 
I aach durch beliebige andere Oräs9«n erMtzan. 



ba 
b, 
b 



hShei 



Stufen. 'Wenn wir das 
era von einer gegebenen .Determinante 
Stufe genommen werden soll, so ist es 
. Ist gegeben 



irminante nach a,, wenn wir in R alle 
ndex 1 fehlen lassen. Wir bezeichnen 
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Bilden wir hieraus wieder eine Uoterdetenninante nach dem E 
bj, 30 lassen wir alle b und alle Glieder mit dem Index 2 
es ist dies dann eine Unterdeterminante zweiter Stufe für R, i 
wollen sie bezeichnen mit R(a|b2). 

R(a,b2) ist eine Unterdetenninante zweiter Stufe von 
erhalten wird, wenn man in R alle a und alte b, sowie alle El 
die den Index 1 und 2 haben, unterdrückt. 

Hätte man aus R zunächst R(bt), also die Unterdeten 
erster Stufe nach hj entwickelt, und hierauf die nach a^, so bei 
wir, die Uoterdeterminante zweiter Stufe R(b, a^), die zwar di 
Elemente enthält, wie R(ajb2) aber aus einem später einzue« 
Grunde negativ zu nehmen ist, so dass also . • 

R(a, bj) = — R^ja,} jst. 
Ebenso istR(a, bjC^) eine Unterdeterminante dritter Stufe, ( 
R erhalten wird, wenn man darin alle a, b und c, sowie *ie El 
welche den Index 1, 2 und 3 haben, unterdrückt. Es ist h 
leicht einzusehen, dass auch die Unterdeterminanten dritter 
^(\>iH^^ oder RfbiCjag) u, ^, f. aus denselben Element 
stehen, wie R(ajb2C3) und von letzterer nur der Art ihre 
stehung nach d. i. durch ihr Vorzeichen verschieden sind. 1 
Vorzeichen festzusetzen, müssen wir darauf achten, wie i 
Element höherer Stelle vor einem Elemente niederer Stell« 
■indem wir dabei die Buchstaben nach ihrer Stellung im Alp 
und die Zahlen nach ihrer Stellnng in der Zahlenreihe charaktf 

Beispielsweise ist die Gruppe a b c d . . . wohlgeordnet, 
1234 .... Steht aber ein in dem angegeben Al Sinne 
Element vor einem niedern, so sagt man, die Gruppe hal 
Inversion, steht es vor mehrere Elemente niederer Stelle, so 
Gruppe auch mehrere von der Anzahl der niedrigem E 
abhiingige Inversionen. 

Z. B. b a o d hat 1 Inversion, weil b vor a steht, 

c a b d „ 2 Inverrionen, weil c vor a und b sti 
C d b a „ 5 Inversionen, denn b steht vor a, 
Inversion, d3 steht vor b und a gibt 2 Inversionen, und c sti 
b und a gibt wieder 2, also im Ganzen 5 Inversionen. 

Ebenso hat #ie Gruppe : 

12 3 4 keine Inversion; __ __ 

2 14 3 2 Inversionen, nämlich 43 und 21. 
4 2 13 4 Inversionen ; u. s. f. 

Nach dem gegebenen Begriffe der Unterdeterminanten h 
nie vorkommen, dabs in der Bezeichnung für eine Unterdeten 
höherer Stufe, R(ai bj c^ . .) 2 Elemente denselben Index hab 
durch R(ai) schon alle Elemente mit dem Index i ausgesc 
sind, und ebenso fürbj und Ck alle mit dem Index j und k 
nun das Vorzeichen einer Unterdetenninante R(ai bj Ck . 
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e Anzahl Iciversioncn ab, welche in ai bj c^ 
önneo wir, weil nie 2 Elemente denselben 
Elemente in ihrer alphabetischen Ordnung 
lann die Inversionen an den Indieea ablesen, 
zahl der Inversionen ungerade, so 



9t negativ; denn es kommt 1 Inversion, 32 vor. 

st positiv; denn es kommen 2 Inversionen, 

31 und 21 vor, 

st negativ; denn ea kommen 3 Inversionen, 

32, 31 und 21 vor, u. g. f. 

■ sp&teren Stelle, wo wir Unterdetenninanten 

hierauf zurückkommen, im Uebrigen haben 
iBherec Stufe für una keine Bedeutang. 
hluBS dieses Paragraphen noch einen Satz 
leit sicli sehr leicht ergibt: 

die Unterdeterniinanten nach den 
he mit den Elementen einer andern 

erden, so ist ihre Sunjme = 0. 



-- nach Satz 7 
pag. ](t 



I '^1 ^1 ^i I 
Aj -y bjA.^ = bj b] Cj 

Ale mit Hülfe der Bezeicliniin'geu dieses §. 
Jesetz der Entwicklung von ' Determinanten 
Potenzen eines Elementen dar, wie sie S. 1 1 
be 7 gegeben wurde. 



UI. Kapitel 

en; AaflÖBnngf der OleUlumgfen ersten 
lit mehreren Unbekannten. 

einer homogenen Gleichung versteht 
Iche kein constantes (mit einer Unbekannten 
und worin die Summe der Exponenten von 
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den Unbekannteü in jedem Gliede gleich grost Ist. Für letztere 
Bchaft sagt man biiTz, alle Glieder haben dieselbe Dirnen 
Eine homogene Gleichung ersten Grades mit n Unbekann 
die Form 

ajKi + a,xj + ajXj . . . . aoS» = 0; 
hat sie nnr 2 Variabein, so heiest sie binär und in Bezug : 
ersten Grad auch linear. 

Eine lineue, binäre homogene Gleichung hat abo die Fi 

a,x, + ajS2 = 0. 
Eine homogene Gleichung aveiteti Grades mit 2 Unbe 
hat dte Form : 

as,' + 2bx,Äa + cit^ = 0. 
Eine sftTche dritten Grades ' ■ 

, ax,3 + 3bi,^ + ■3cxiXj5 + «xj3 = 0. 
Eine solche Vierten Grades : • 

axj* + IbxjSxj + 6cX|*X2* + idxiSjS + cx^^*= n. « 
ÄnmeTlcDDg. Ea ist nicht noth wendig, du9 bei homogenen ^e 
böhcm Oradea alls Glieder, wie sie in der bezüglichen Potenz eines 
voTkommen, vertreten sind. Einzelne Glieder kEnnen fehleo, ohne < 
homogene Chuikter der Oleichang geitOrt wird. Z. B. let 

asj* + bsj* = 
eine homogene binire Gleichung zweiten Oiades. Ebenso wurden die bim 
Zahlen-CoefQcienten nar wegen der Bequemlichkeit in der Rechnung hin: 
die sich später ergeben wird. 

In den binären Gleichungen bildet das Verhältnisi — die 

liehe Unbekannte und man kann daher jede nicht homogene Gl 
mit* 1 Unbekannten zu einer homogenen mit 2 Yariaheln i 
wenn man statt der einen Unbekannten das Verh&ltnias von 

einfahrt. So wird für s = ^ aus 

ajx 4- »2 = die homogene Gleichung 
ajK, + ajX) = 
oder ans 

ax» + «bs + c = wird für X = ^: 

i^)'-^ HD- '=<>'■'■ 

wq' + 2bx,3[j + cij* = u. s. f. 
Man kann ^s «uch auf Gleichungen von beliebig vieler 
kannten ausdehnen; sie Verden homogen, wenn man st 
ursprünglichen Unbekannten ihr Verhältniss zu einer neuen f 

Z. B. wird aas ax + by + c =s 0, dadurch, das» man 

Dlekmknn, DelermJBUten. 2 



mogene Gleichung: 

by + cz = 0, 

!r homogeaea (Meichnag zu einer nicht 
1 dutch eine der Unbekannten die ganze 
Verhältniss der übrigen za diesen als 

L von homogenen Gleichungen heiast 
1 der Gleichungen gleich der Anzahl 

harakter der homogenen Gleichungen 

^K System von homogenen Gleichungen 
otllche Unbekannte da ainä^ nämlich das 
äln Wi der n*™. Durch u Gleichungen 
ing da und es muss deü^emäss eine 
sdem die n Gleichungen zusammen be- 



ihiken ; sollen also obige Gleichungen 
nur Sinn, -wenn beide Werthe einandei 

a, , 
- = — !- oder 
b| 

, = l* Jl-o 

I a, b, I 
e Determinante ihrer CoefBcienten ver- 

ständiges System vo-njiomogenen 
stehen, so rnnss die Determinante 

1 wir den Satz an einem System von 
'ch Fortfuhren der lodices bis n lässt 

t leicht auf d«mselben Wege darthun. 

a^sj + »3X3 = 

bjXj + 1^X3 = ■ I 

C]Xj + CgXg = 

l verschiedet! wind.. Die Determinante 



)| bj b3 

H H Hl 
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deren Unterdeterminanteii wir mit den resp. grossen Bachstaben A^ 
B^ etc. bezeichnen wollen. Multipliciren wir die erste Gleichung 
ndt A( , die zweite mit B| die dritte mit C^ , addiren nnd ordnen 
nach X, x^ X3, so bekommen wir: 

(a^A^ 4- b^Bi + ci^) x^ + (a^A^ -f bjBi + CjCj x^ + (ajA^ + bjBi 

+ C3C1) X3 = 0. 
Der Coefficient von x^ ist aber gleich R, der von X2 und X3 ist 
Null (Satz 11) und es bleibt demnach 

R . xi = d. h. R = 0, 

Durch Multiplikation mit A2 B2 C2 resp. A3 B3 C3 und ojbigem 
analogen Verfahren würde man erhalten 

Rx2 = und IIX3 ^= 0, 
woraus die .Äichtigkeit des Satzes folgt. 

Satz 13.'» In einem vollständigen System von homogenen 
Gleichungen verhalten sich diiN Unbekannten wie die 
zugehörigen Unterdeterminanten ihrer Coefficienten. 

Es liege vor 

ax4-by + cz = 

I. a, X + b, y + c, z = 

»M^ + b„y 4- c„z = 
so soU nach obigem Satze 



z 

y 

z 



B 
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C. 
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B 
C 



ii 



ii 



für diese Werthe müssen also obige Gleichungen . erfüllt sein. Setzt 

X A V T^ 

man — = — und — = — ein, so wird aus der ersten Gleichung: 
z C z C ' ' ö 

aA + bB + cC = 

und das ist in der That Null nach Satz 12; die übrigen Gleichungen 

sind erfüllt nach Satz 11. Ebenso erhält man leicht, dass die 

A B 

Gleichungen auch für die andern Werthe, z. B. für -— ^ und — ^ er- 

C, C, 

füllt sind. 

Da in den UnterdAerminanten eine Reihe weniger vorkommt als 
Gleichungen vorhanden sind, so gilt obiger Satz auch noch für ein 
unvollständ^es System. 
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Es ist nämliQhr 
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a, b, 




a, b, 



d. h. haben wir nur 2 Gleichungen 
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1 = 

8 = 



eine bequeme Methode zur AnflÖBuog gewöhn- 
n Grades mit mehren Uubekanaten. Ana dem 



li, wenn man — und 
die bekannte Form i 



- by = - 

- b,y = - 



- als die eigentlichen 
tier Gleichungen mit 



3k + 2y = 12 
5x + 3y = 19 



3 - 


- 12 


5 - 


-19 


3 


a 


5 


3 



2 

3 
t noch benutzen, um die Bäzout'sche Methüde 
ihne Kenntnis jenes Satzes bei Gleichungen 
lannten ihre Unbequemlichkeiten hat. Es sei 

t + by + cz = a 
c + b,y + c,z = ;9 
t + b,|y + c,,z = y. - . 
ie erate der Gleichungen mit, einem vorläufig 
ßi A, die zweite mit einem i, und die dritte 
durch Addition 

, + o,,^,,) + y (!>'* + ^Ä + KKJ 
",'*, + c„^„) = ai + ßX, + y^,,. 
nun die Coefflcienten zweier '0eT Unbekannten 
ISsat, kann man den ^erth der dritten ünbe- 
Jm 2 zu finden, setzt man die CoefQcienteu 
Null und erhält zur Bestimmung der X die 
ichuDgen: . 

aX + A,X, + a,X = Ö 

b^ + b,-*, + b,,*„ = 0; 



-ab,, 



V 
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ist nun p ein beliebiger Proportionalitätsfaktor, so bekommt man 

pX = a,b„ - b,a^, 

M = fea,. - ab,, 
M. = a^ -- ba, 
Von Gleichung I. blieb: 

multiplicirt man die ganze Gleichung mit p^ so erhält man 
^ { c (a,b„ - b,a„) - c, (ab,, - ba„) + c„ (ab, - ba.) | 
= « C».l>„ - b,a„) - ß (ab,, - ba„) -f y (ab, -> ba,) 



d. i. 



z = 



a 


b 


a 


a. 


\ 


ß 


»1. 


K 


r 


a 


b 


c 


a. 


t>, 


c. 


a.. 


K 


c„ 



in ähnlicher Weise lässt sich x und y bestimmen. 

Will man nicht homogene Gleichungen mit mehren Unbekannten 
ohne Satz 13 auflösen, so kann man folgendermassen verfahren. Es 
liege vor 

ax4-by-j-cz = a 

a, X -f b, y 4- c, z = ^ 
a„x 4- b„y + c„z = y 

so wollen wir unter R die Determinante aus den Coefßcienten der 
Unbekannten verstehn nnd ihre Unterdeterminanten mit den bezüg- 
lichen grossen Buchstaben bezeichnen. Multiplicirt man die erste 
Gleichung mit A, die zweite mit A,, die dritte rax^ A,, und addirt, 
so wird: 

X (aA + >,A, 4- a„A„) = aA -f y?A, -h rK^ 
denn die Coefficienten von y und z sind Null nach Satz 11. 

Es ist also Rx = aA -f ^A, 4- tK 

oA -f /5A, -f rA, 



Ml 



11 



R 



Durch Multiplikation mit den B und C erhält man auf dem- 
selben Wege 

«B -h /9B, 4- rB,, 

y = 



R 



z = 



ac + y9c, + rc.. 

R 



Die Zähler in vorstehenden Brüchen sind leicht aus R zu erhalten, 
indem man in R einmal die a, dann die b und schliesslich di^*c 
durch GL ß Y ersetzt. Man erhält also aus einem System von nicht 
homogenen Gleichungen den Werth einer Unbekannten, wenn man 
in der Determinante aus dem Coefficienten die Elemente 



I .4 



^^ 



.^■^ 






\w>7 
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■.V», 



:f:?j 



leihe, welche der gesuchten Unbekannten 
rch die Constanten ersetzt, und letztere 
durch die Coefficienten -Determinante 

1) I + 2y = 23 
3i + 4z = 57 
5y + 6z = 94, 
lieh die in den 'einzelnen Gleichungen fehlenden 
den CoefQcienten Null ergänzt und schreiben 
s + 2y + Oz = 23 
3s + Oy + 4z = 57 
Ox + 5y r 6z = 94 
imiint^te der Uubekannten 
■ |( 2 Ol 

56 



K = 



5 6 



Ch: 



1 23 
3 57 4 
94 6 



1 2 23 

3 57 
5 94 



ly + 


y. + 


sz = 


9xyz>) 


-3sy + 


yz 4- 


ZK = 


-4>ty. 


xy + 3yz — 


2zi = 


4xy.. 


= vj ; yz - 


VgJ xz 


"Vji 


xyz - v„ 


ichnngen 








Vt + Vj 


+ "3 


- 9». 


- 


- 3., + V, 


+ Vj 


+ 4,, 


— 


V, + 3v, 


-2v, 


-4v, 


^ 


ng von Satz 


13 wirti 


: 


' 



3 -2| 

1 1 

auch y = -j-, z = -J-. 

beiden Beispielen sieht, ist es bald bequemer, sich 
ihuDgen zu bedienen, bald homogener; das Besaltat 
liden Fällen genau dasselbe. 

E, AurgabsDsammlDng. 
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Eine andere Anwendung, welche auf Beiechnung einer Unbekannten 
aus einem System linearer Gleichungen beruht, finden wir in den 
sogenannten Kettenbruch-Determinanten. Aus den Gleichungen 

a^X| — ^2 = 04 
^^ -h a|X2 = X3 
«3X2 4" ajXg =5 X4 



«nXn— 1 + anXn = Xq+i 



findet man bekanntlich durch successive Auflösung für x^ den Ketten- 
bruch 

^3 ' . 



a. 



an — 



Xn+l 



xmd schliesst man das System mit Xn^i= 0, so bekommen wir den 
n. Näherungswerth des Bruches. Um einen solchen ^äherungswerth 
zu erhalten, können wir obige Gleichungen auch als System von n 
linearen Gleichungen mit n Unbekannten betrachten, indem wir uns 
die fehlenden Unbekannten in den einzelnen Gleichungen mit den 
Coefficienten Null ergänzen und schreiben sie in folgender Form: 

a^x^ — X24-O + Oxn = «1 

^2^1 "^ ^2X2 — X3 4~0. ............ =ü 

-h «3X2 4 a3X3 — X4 =0 

» 

+ 4- 4- • . «n-lXn-l + an_lXn_2 — Xn =^ 

^4-0 «nXn-l 4- a^Xn == [xq+i = O] 

Diese Gleichungen nach X| aufgelost, geben in bekannter Weise : 



x. = 



«1 







1 

«3 





,0 

-10 

83 + . . . 

«4 84 - 1 . 

. . . fitg . . . .' 

•. . . 





• • 


an 1 — 1 







a„ an 




. ...... ""h »"u 







1 

»2- 

«3 





- 1 . . 
aj -1 
«4 84 - 1 
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«tn an 
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Dgsgeseiz dieser beidea Detenniaanten aaa den Elementen 
ichs ist leicht ersichtlich. Im Nenner steht oimlich 
Ute, deren Diagonale aas den Theilnennem dea Ketten- 
I, wählend puallet mit ihr auf einer Seite die Theil- 
snahme des ersten stehen. Nimmt man von dieser die 
ante nach dem ersten Elemente der Diagonalreihe und 
ie mit dem ersten Theilzähler des Kettenbmchs, so 
ie Determinante des Zählers fttr den n. Näherungsbmch. 
14. AnmerkuDg.} 

Folgenden Kettenbrach als Quotienten zweier Deter- 
sosteUen : 

J_, 

3+4+1 

Anti 



1 - 







II 




- 1 







5 


3- 
1 


-1 


U 
1 







5 



I. Man stelle den vierten Näherungswerth des Setten- 



2 



1 zweier Determinanten dar.*) 



S 6. 
iBimg von Oleiobnagfln hobern Orad« mit 
mehren Unbekannten. 

eichungen mit 2 Unbekannten 
F(xy3 = 

tf>(iy) = 

y aufzulösen, wäre der naturgemässeste Weg der, eine 
nten aus beiden Gleichungen zu eliminiren, 'wodurch 
ne Gleichung mit einer Unbekannlen erhielte. Wenn 
I allgemeine Verfahren mit HOlfe von §. 9 ausfahrbar 
e resultirende Gleichung für die eine Ifebekannte im 
so complicirter Art, dass man an eine wirkliche Auf- 

UstindigB Theorie der Ketlenbnictidctenninantfn llndet man in 
luch der Dslermlnuilen-Theone pag. 1G6. Erlangen 1875. 
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lösung derselben, sobald die beiden Gleichungen nai den i 
Grad übersteigen, nicht denken wird. Schon bei zwei Gleici 
zweiten Grades allgemeiner Form igt die resultirende (Gr eine 
kannte vom vierten Grade. Zur wirklichen Auflßsung nimm 
daher nur solche, deren Reeultirende eine qaadratische ist, odi 
auf eine solche zurückführen läset. Geben nun auch die 
miuanlen kein direktes Mittel, die Werthe der Unbekannten 
geben, wie wir es bei den Gleichungen eisten Grades mit j 
Unbekannten kennen lernten, so bieten sie doch da, wo es si 
Elimination liandelt, eine bequemere Darstellung, als wenn ma 
mit ausgeführten Ausdrücken operirt, und wird dadurch aui 
Gefahr des „Verrechnen" möglichst verringert. Wie die ' 
derartiger GleichuQgea fiberhaupt, so wird es auch hier von einem e 
massen richtigen Blick abhängen, ob und wie man die Delermi 
geschickt verwendet. "Vfü wählen daher zur Behandlung einige 
vorkommende Formen von Gleiohnngen und zwar solche, bei dene 
Oeterminanten ziemlich complicirte AusEtlhrungeo nothwendig t 

ax + by _ m_*) 

ex ± dy 



dann erhält n 
X 



M leicht: 

L— b 



r Faktor, so kann man setzen: 
ex — dy = >ln 



durch Einsetzen •in 



' VlF~-i 



zweitCL Gleichung erhält 
- and daraus: 



■ K J* + 4* 



Man erhält also die Wurzeln der Gleichungen in geschl 
Fonn, ohne jede ßechnung mit den 6 Constanten; ^ A 
kann man am Schlass, wenn man will, die ausgeführten Aus 
hinschreiben. Die Symmetrie der Werthe für s und y ist ii 
in der geschlossenen Form am deatUchstcD erkennbar. 

jj ax + by = csy»") 

a,s + b.y = c,xy. 

Dividirt man beide Gleichungen in einander, po kam 
wiederum setzen: 

•) Vergl. 8»rd«T: Algebrafacte Qlelchnng«n pag. 119. 1 ff. 
••) Vergl. a. a. O. pag. 124. M ff. 



»X + by = Je. 

»,1 + b,y = h, und daiaut erhiUt i 



3D in eioe der ersten Gleichungea erhält man: 
^ = — - - - j — 3 — — und daher : 

c, 4 4 

R R 

='=^ T y= J- 
lg. D«r von dam lerdlentBn Vei/assei i. a, 0. gewünscbta 
li nicht «Qtuwenden, wenn man kurz tarn Ziel gelangen will. 
ehendes VerfaliraD ihnllchei Oleichnngen wegen; der Im vor- 
lÜTzesU Weg ist folgender: 

irt beide Gleichungen durch xy und setzt — = u und 

y 

rhält man: 



'«■ '-- 



),v = c, dataus wird direkt; 

R ' ' K ' 

ax -t-by = p 

a,xS + b,y* = q 
DÜche Weg zur Lösung, ausser der Substitution^methode, 
die erste Gleichung quadriien, sie mit q zu multipliciren 
Gleichung mit p zu multipliciren und beide von einander 

odorch man eine qn&dratische Gleichung ftir — erhält. 

y 

lieser Form aber häufig vorkommen, besonders in der 
eomctne, so wolleu wir eine elegantere Eliminations- 
. Wir schreiben daher: 

a.s . X + bj . y =r c, und eliminiren x und y linear. 



_V ^ J , ^ I a,x c, I _ J, 
b R ' ^ R "" R ' * 

ij ~ bc,; Ry = fic, — a,cz; R = ab. 



eis». Aufgbs. S- 73. 
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Diese schreiben wit folge ndeniutsseD : 

kR — cbj + bc, = 
a,cx + Ry — ac, = 
ba,K ~ abj + ß = 

Denkt man — und — statt x und y geschrieben , so hab 
3 homogene Gleichungen, für deren Znsamraenbestehen die Bet 
^ ! n »t, h^ 1 



Diese Detenninante nach den Elementen einer Reihe ausj 
gibt eine rein quadratische Gleichung fUr R; man erhält: 

ß= + Vx-\o, + b\c, - c\h, 
durch Combin&tion der beiden Gleichungen: 
ax + by = c 
ftibJt — ab,}' = — R 
erhUt man leicht: 

I c bl ja cl 

~ R — ab, a,b — R 



-(a'b, + b^a,) ' ' -(a^, + bja,) ' 
— ab,c + bR — a,bc + aR 



-(a^b, -rb\)' ' -(a^b, +b»a,) 
IV. Eine andere hänflg vorkommende Form ist 
(Heias. ibid.)*) 
ax + by = m , ax4-by:=m 

dx+cxy + ey = n ^(d + cy) + ey t= n; n 



Kiy 



bezeichnet i 



|d -^ cy e I d + cy e I 

Nenner mit R, so erhält man für R leicht folgende Gleichunj 

1) y(R + em)-Can-md) = 

2) ycb — (ae — bd — R) = (letzte Gleichung «us R 
,, iR + cm&n — md 1 f. 

daraus erhält man leicht R; dann ist: 



Axifgabe. Behandle nach derselben Methode die Äuf^ 
*) Wir sebsB dibai von der SabstltnlioD ax — by ^ z ab. 
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bei gewölmlicher AuflSaunggniethode mit com- 
verbUDdeoe Form, ist noch folgeode;*^ 
) I» + 2aiy + l)y' - m 
I) i» + 2riy + dy" = n 



+ oyj + j(<a + by) = m 

: + ry) + yCr« + « - » 


by 

dy 

-by 

hdy 


\x + ay ml 

-;y '- + 'J ■lid.b.: 


= m^c + mdy — nox — nby 


= nx + nay — mx — Tayy; oder: 


DU - my)] ^ y (bn - md) =- 


,)-r[E-(«a-mrt] = 0, 


stehen der beiden letzten Gleichnngen 


:-mr)' -(bn-nd)(m-n)_0 


„._„,). _(b.-md){m-n). 


md- 


-!^^.v: zieht man die beida 



Inder ab und setzt letzten Werth für x ein ; 
tin quadr&tische Gleichang fOt y, deren Lösimg 

ist. 

in der Methode ist, ist det Umstand, dass R 

ich für X und y ist, während wir in 3) ohne 

I Coefficienten ausgedrückt -erhalten. 

Is Ist eraichlltch, iata der Goet9cI«nt Ton i* in den 

gen statt 1 sach jeder beliebiger sein konnte. Man 

ilehons pag. i25 Nr. 34, 37 ff. 

it nothwendig, in den Gleichungen V. den Bino- 

nzuzufügen fea geschah, nm für R eine rein qua- 

iu erhalten), man konnte analog wie IV, ver- 

Mannigfaltigkeit derartiger Methoden aufmerksam 

-ir dies an folgenden Beispielen zeigen: 

t- T^ a 

^ = — CBardey a. a. Nr. 52) 

setzen für die eiste Gleichung folgende beiden; 

s + y).+ y.y=/>a ■ 

X — y) + y -y = ph, dann ist 

orde b = 2«; 0=27' gesetzt. 



[ + y y 



Dann ist 



2) Ei-yi)y(ii-b) = 

3) />!(. - b) + j[R -|0C. + b)] - 0. 
Die Detenmn&nte beider Gleichungen miua verachwiDden i 
echftltea: 



r [» + b ± |/ (3 a - b) (3 b - a)] 



keii»t man jeUt /», so würde man, da.R = 2y* ist, auch y 
mit Hülfe der drillen urspUnglichen Gleichung und Gleichung 
iTndet man leicht 

X y = -C- (a — b) durch Quadriten der ersten und Sabtrahirt 
letzten erhält man aus 1) 

ff — .., ; daher 

iriC3a-b)b2 

leich 



c ]/Ca + b) ± 1/(3 a - b) (3 b - a) 

2 l?'4bH3a-b) 

Gleichung 2). 

Vorstehende Beispiele mögen genügen um zu zeigen, wii 
mit Vorlheil die Determinanten auch zur Lösung von Gleicb 
hohem Grades anwendet. Das Verfahren besteht im Allgen 
darin, die Unbekannten zunächst linear zn berec) 
dadnrch erhält man gewisse Zwischenformen (Zähle 
Nenner der bezüglichen Unbekannten in Delerminantenform}, wi 
man dann direkt durch die Coeffit^ienteu der gegeb 
Gleichung ansdrücken kann. 

lY. Kapitel. 
Produkie von Determinanten. 



Du XoltiplikationBgeBetz der Determinaaten. 
Wenn 2 Determinanten vom Grade p nnd q mit einander 
tipUcirt werden, so ist das Resultat in den einzelnen Frodnktei 



-so- 
lle bestehen itu p + q Faktorei^ uDd die Frage 
68 Resultat in eine einzige De^i^n&nte vom 
lenfasseD hts»e. Haben wir ä DeCenninaoten 
Ifichts ihr Piodukt in die Deterflinantenform: 



lA Ol 



= A ■ 



ist es, wenn wir A und B je in Detenni- 
Dm System I. ist dann unvollständig. "Wäreo 
B vom zweiten Grade, so bekämen wir ; 



a b 







wir die fehlenden Elemente der nnvollstän- 
ifach durch Nullen ergäozen, d. h. dieselbe 
Determinante 

a b 
a, b, 
a ^ 
a, ß, 
dürfen, ohne den Werlh des Produktes za 
ist allerdings statthaft, so dass wir des Satz 



sweis dieses Satzes zonSchst an Determinanten 
ade machen, wie et für die Grenzen dieses 
utischer Bedeutung ist; nämlicl) an Determi- 
ule, indem wir es zugleich dem Leser über- 
derselben Form an Determinanten niederen 
9 liege vor die Determinante sechstes Grades 

b, ci 

bj cj 

bj cj 

dj e^ f, 
dj % t; 
dg e^ t^ 
Bezeichnung von Seite 14 wieder aulnehmen: 
R(ai) + a, R(aj) + ag RCaj) 
>i den Elementen der ersten Vertikale. Ent- 
letermiuante R(aj}, deren Anfan^selement. bj 
n ihrer ersten Verticalreihe, so ist 



r 



,v. 






Kh) 
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b2R(aib2) 4- bgRCa^bä) = b2[c3R(aib2C3)]* 

4- b3[c-jR(aib3C2)] 

R(a2) = biRCajbi) 4- b3R(a2b3) = h^[(^K^\^')] 

4- b3[ciR(a2b3(4)] 

R(a3) = biR(a3bO + b2R(a3b2) = ^[caRCaabiCj)] 

+ b2[ciRCa3b2Ci)] • 
Daher ist: 

R = a^bjCg RCaibjCg) 4- a^baCj RCajbjCj) 4- aj^Cg RCajbiCg) 

i- a2b3Ci R(a2b3Ci) 4- a3biC2 RCagbiCj) 4- ajbiq RCagbjq). 

^ t)i0 Utterdeterminanten dritter Stufe R(ai bj Ck) bestehen alle 
aus denselben Elementen und unterscheiden sich nur durch ihr Vor- 
zeichen, welches wir nach pag. 16 bestimmen. Dann ist: 

R = R(aib2C3) I a^bgCg - - a^bjCj 4- ajbjCi — a2biC3 4- a;jbiC2 — agbjOil 







% b^ cj 




- R(a^b2C3) 


a2 b2 C2 
a3 b3 C3 






d4 «4 f4 




H bi q 




ds ^ h 


• 


a2 b2 C2 




•^6 ©ö, fß 




»3 b3 C3 



Das Product dieser beiden Determinanten dritten Grades ist also 
gleich der obigen Determinanten sechsten Grades. Der Beweis f&r 
die Multiplikation zweier Determinanten höheren Grades ist insofern 
etwas schwieriger, weil er die Entwicklung von Unterdeterminanten 
noch höhrer Stufe nothwendig macht; lassen sich die beiden zu mul- 
tiplicirenden Determinanten zu einer vom Grade p 4- q zusammen- 
fassen, so muss man die Unterdeterminanten bis zur Stufe p aus der 
Determinante vom Grade p 4- q entwickeln. Ist der Grad einer 
der Detemdnanten p ^ 3, so ist die Entwicklung leicht analog der 
obigen zu machen. 

Aufgaben. 1) Man zeige, dass sich das Produkt zweier Deter- 
minanten vom zweiten Grade zu einer einzigen 
vom vierten Grade zusammensetzen lässt. 

2) Man lasse in einer 'Determinante fünften Gradea 
so viel Elemente verschwinden, dass noch eine 
Determinante zweiten und eine dritten Grades 
übrig bleibt und zeige, dass sie in das Pro- 
dukt dieser beiden Determinanten zerfällt. 

3) Dasselbe Verfahren stelle man mit einer Deter- 
minante siebenten Grades an, die in das Pro- 
dukt zweier Determinanten dritten und vierten 
Grades zerfallen soll. 
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weis fftr DetermlnaDten beLiebigeo finäes bequem 
len wit von folgendem Gedanken ausgehen: 
i f aas den Gleichangea ^ 

«1^1 + ßA + n^i = ^1 

I. Ojf, + ßj$2 + Tl^S = H - 

«3^1 + ßi^z + rsfa = ^» 
robei die z durch das System gegeben sind; 

a,Sj + ijx, -t- 83X3 = a, •) 
n. bjXj + bjXj + bs^s = bi 

CjXj + cjXj 4- CjSj = Cx 
die Deienninante der Coefflcienteo der ünbduiiinteii 



isi: 


^ßi 


ri 










^ A 


ri 






« 




> *3 A 


ra 








auBn 


die Werthe fflr k, zu 


subBütuiren- 


bezeichnen 


inante 


aus deren Coefficienten mit D und die 


nach 


Xj genoDunen mit D,|, 


BO ist bekaantenuassen 




_ ^' 




Drf 


DiB 






~ D 


; ebenso : x^ = 

o.i A r, 
Du ft r, 


D 


-» = 1)- 






m. 


D- J 


■ 









Lgenl. nndn. bilden aber das STStem mit (> Unbekannten: 

ßA + n^3- ^1 + Ox, + Oxg = 
Afj + rjfs + Osj - xj + 0x3 = 

ftfa + rsfa ^ Ox, + Okj - X3 = 
Öfj + 0^3 + a,x, + ajXj + 83X3 = a, 

0^2 + 0^3 + bjXi + bjK) 4- b3X3 = b, 
0^2 + 04 + qX^ + CjXj + CjXj = c, 

f auch sofort berechnen können. Nennen wir die 
9 den Coefficienten der Unbekannten ß, bo ist unter 
hnung wie oben: 

nnd R keinen gemeinschaftlichen Faktor**} haben, 
ergleichung mit dem oben erhaltenen Werthe für f j : 

I nor Index; et^nso Ist anfiQfuaen D^ oder B(. 
cses leicht eiazosehen ; denn ein solcher gemeinschaftlicher 
IT dadacch entstehen, äu» «ntwedei eine der Oleichnngen ans 
toi R oder eine der Tertlkaian GoefScientenreUien in I. oder II. 
(den Fällen findet er sich aber ancb bei JII. im Ziblei nnd 
dass die Teigleichnng III. und IT. sach dann statthaft bliebe. 



«"!.'! ^ 
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«1 «2 % 




ai 


A /^2 Ä 


• 


bl 


ri r2 ra 




Cl 



*2 *3 




bj b3 




Cj C3 





1 





^ 





- 1 


6 








1 


\ 


»2 


«3 


\ 


1>2 


b3 


Cl 


C2 


C3 



R = D • J oder 

«1 «2 ^3 ~ 

A Ä A 

ri r2 ra 
000 

000 

000 

und wir sehen, dass das Produkt zweier Detenninanten dritten Grades 
eine Determinante sechsten Grades ist. Es ist. jetzt leicht zu übersehen, 
wie der Beweis für 2 Determinanten beliebig hohen Grades zu machen 
ist. Sind die beiden Determinanten von ungleichem Grade, so kann 
man in I. oder 11. so viel Coefficienten ergänzen, dass beide Systeme 
gleich viel Unbekannte haben; die Anzahl der Gleichungen braucht 
indessen nicht gleich zu sein. 

Anmerkung. Die — 1 in der Determinante sechsten Grades sind, 
wie wir auch schon an einer andern Stelle bemerkten, von keinem Einfiuss, da 
ihre correspondirenden Elemente NoU sind. 



. 8. 
Ausführung der Multiplikation. 

Die Ausführung de» Multiplikation zweier Determinanten vom 
Grade p und q wird dadurch wesentlich erleichtert, dass sich die 
grosse Detenninante vom Grade p 4- q. reduciren lässt. Die Deter- 
minante R vom sechsten Grade aus vorigem §. kann in eine Deter- 
minante dritten Grades verwandelt werden, nur bestehen die Elemente 
der letztern dann aus je 2 Faktoren, da die Produkte der ausmul- 
tiplicirten Determinante aus 6 Faktoren bestehen müssen. Substituiren 
wir die Werthe für x aus den Gleichungen I. pag. 32 in IL und 
ordnen nach den f, so bekommen wir ^ 

+ (airi -f HTi + ^r%) ^3 =^ »x 

+ Cbin -^ bjrj + ^^r%) h = ^x 

(citti -r i^a^ -^ 0303) fi + (cj^i + c^^2 4- 03^3) ^2 
+ (ciTl + C2r2 + ^r3) ^3 = Cx 
berechnen wir hieraus f, so bekommen wir im Nenner die Deter- 
minante 
a^aj + a2Ä2 + a3a3 o^ß^ -f a2^2 + ^3^3 A^r\ "+- a2r2 + ^n 
bi«! + b2a2 + bafla b,/?i -+- h^ß^ + b3y93 b^n ^ \r2 + b3r3 V. 

Cl«l + C2«2 + 0303 Ci^i + C2y92 4- C3^3 C^ ^ + C2r2 + C3r3 

Vergleichen wir die Reihen dieser Determinante mit den Gleichungen 
n. pag. 32, so sehen wir, dass es die Gleichungen 11. in den a, 
ß und Y statt in x geschrieben sind, und wie wir 



..^ 






•te 



f'- -r*4 



Diekmann, Determinanten. 



3 



> 

. -'.V- 






- ajXj mit a, bezeichneten, so wollen i 

- irf^ mit aa bezeichneu. 



t bp b. 



t auch fj : 



'-■ (pag. 32) und ^ 



Iso in V. das ausgeführte Produkt der beiden Deter- 

1 Grades. 

L jetzt auch umgekehrt verfahren und aeigen, dass 



Determinanten zerlegen 
denen die erste Vertikal- 



ajßj ,ap ; 

bjOg b(5 1 



linante R in dae Produkt 
Jtsicht auf die Summen, au! 
steht, ist nach Satz 8: 
R«! Roj 

"P »T I [as^a ap fh I 

bp b, N- bi«2 b^ h^ ■ 

C3 c, I j c^Oj cn c, [ 
selben Satze ist dann: 
I a,^i a^ I la,«, a^^j a^ 
I b,/ii b^ + bi«, hjft b, 

«1^1 0, j I c,a, ca^3 c, 
;ten wir nun der Reihe nach für a^ b, 

ctri + cjra + f^n 

iin eine einfache Ueberlegung erspart uns diese Aus- 
achst ist die erste Determinante aus Vm. Null, -weil 
en vorkommen, wenn a^ß^ als Faktor vorgesetzt wird, 
Determinante beginnt, wenn wir von den griechischen 
B stets als Faktoren auftreten, absehen, mit den beiden 



1 a]Ol »3^3 ^ 1 

bj«, b3^3 b., 
|e,Oi c^s Cy I 



^7 
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Bei der Substitution aus IX. kann daher nur die letzte A^rtikale 
Etwas geben, da im andern Falle stets 2 gleiche Reihen vorkommen 
würden. Die zweite Determinante aus VIII. ist also: 



• 


»1 ^2 ag 
bi b2 ba 






Iq C2 C3 
Die dritte Determinante aus VTTT. beginnt 


mit den beiden Vertikalen: 


.1 


\ 


a| aj • 
bj bg • 


t 




Cj C3 • 




r 



und es ist leicht zu sehen, dass bei der Substitution aus IX. nur die 
dritte Vertikale etwas Wirkliches geben kann, die übrigen machen 
die Determinante zu Null. Es bleibt für die dritte Determinante 
aus Vin: 



^ßzri 



»1 



*3 

b3 

C3 



»2 
b2 

C2 



= - «iÄr2 






b2 bg 
C2 C3 



und es ist: 



Rcci = (öi/?2r3 - ^iß^T'd 






b2 
C2 



»3 
C3 



Ra2 entsteht aus Ra^, wenn wir in VHI. statt der ersten Ver- 
tikale die erste Vertikale aus Ra2, nämlich: 9^0^^ ^^2? ^2^2 setzen. 
In diesem Falle verschwindet sofort die zweite Determinante aus Vm. 
Von der ersten Determinante bleibt nur etwas Wirkliches, wenn die 
dritte Vertikale aus IX, substituirt wird, nämlich: 



«2Är3 



a2 a, 
b2 \ 

C2 Ci 



H 



C3 



- <hß\r% 



H 
bi 



b2 bg 
C2 C3 



Für die dritte Determinante gibt nur die Substitution der ersten Ver- 
tikalen aus IX. etwas und es wird dieselbe: 

a2 Hro a^ 



«2^3 ri 



bo b 



i 



H 
bi 



a2 a3 
b2 b3 

^2 C3 



es ist daher : 



R«2 =^ («2^3ri-«2/5ir3) 



^ 



'2 "3 



»3 
bc 



b2 . 
^2 C3 

\ 

Cl C2 C3 

Ebenso leicht ist zu sehen, dass für Ra3 bleibt: 

a^ a2 a3 

R«3 = («3Ar2-«3Äri) \ \ ^3 

C, C2 C3 
Wir bekommen daher für R: 

R == [a,/?2r3 - ^\hr% -^- «2i^3ri - «2Ar3 + ^\n - «3Ari] 



H H ^ 




«1 H "3 




a, a2 a3 


\ b2 b3 




ß\ ß2 ßs 


• 


bi h bg 


Ci C2 C3 




n r2 rs 




C, C2 C3 



^-^4 






^♦i-^ 






V?' 



• t 



^« 
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.usrdliruDg der Multiplikation isi 
izoDtalen Elemente einer Deteru 
■rbnnden zu deuicen; man betiommt dann 
att der Unbekannten die vertikalen £le- 
ante einsetzt und die linearen Ausdrücke 



(IIa b I ai,+bijl 
M I a, b, I ajXi + biXj) 
hba, a^ + b/J, I 
hb.a, a,/9 + b,/9, l' 



+ 7y 4i + 2y I 

+ 7j-, 4s, + 2y, 1 

1 |5 1 I 
■ 8 6' 



Sr 



Kl. I 

Istäsdigt : 
r ax 
T", und setze in: a.x 


weiten Grades zs 

+by + Oz 
+ bj + Oz 
+ Oy + lz 


Vertikalen der zweiten 


Determinante, so 


nß + hß, ar-rbr 




1 A A, A„ 

' c c, c„ 




Xj Xg 

Ja ya 

Zj Z3 


^-qx2 pyi+qyal 

fsxj tyi + syjl 
yi+Bya + Cyj 
,y,+B,y2-HC,y3 
,J,-I-B„y2+C„y3 
er Multiplikation 
■ noch hinzufBgen, 
. . bis n und a 


A z 

A|Z 
A„z 

dase 


+ BZ2 + CZ3 
+ B,Zj + C,Z3 
+B„^ + C„Z3 
>eterminanten b 
Nichts im We 
. . . bis V sofl 



'^mm 
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deren Indices von 1 bis n fortzufahren, wir kommen dann auf dem- 
selben Wege wie im vorigen und diesem §. zu dem Produkte zweier 
Determinanten in der Form: 



a, a^ a3 . 

b, ba'bg . 

• • • • 


. an 
. bn 

• • 


• 


öj «2 «3 . 

ßi ß2 ßs ■ 

• • • • 


. ßn 

• • 




&a aß a^ . 
b« bß by . 

• • • • 


. av 
. bv 

« • 


• • • V 

a, nj ng . 


• • 

. Un 




V, V2 V3 . 


. ^n 




lia nß ny . 


. nv 



wo a^i = SL^a^ -f a2Ö2 -!-••• an<Zn gesetzt ist. 

laolirsatz 15. Die adjungirte Determinante einer Deter- 
minante n. Grades ist die n — 1*® Potenz der ursprünglichen 
Determinante. 

Der Kürze wegen machen wir den Beweis an einer Determinante 
dritten Grades. 



Es sei gegeben; 



a 
a 



b 
b. 



c 
c. 



II 



II 



II 



so ist 



A 
A. 



B 
B. 



C 

c. 



A.. B.. C 



II 



die adjungirte Determinante der erstem, wenn die A, B, C etc. 
die bekannten Unterdeterminanten derselben sind. Bezeichnet man die 
, erste Determinante mit R, die zweite mit Q und bilden ihr Produkt, 
so ist: 

a A,-|-b B,c C, 

a.A.+VB,c,C. 



RQ = 



a A + b B + c C 
a,A + b,B4-c,C 



a„A + b„B + c.,C 



11 



a A„-f b B„+c C„ 
a.A,.+b.B., + c,C 



also 



a„A,+b„B.c„C. 

R 
R 
R 
Q = R2. 



I 



^Aii 



1 II 

b„B„ 



II 



o„c„ 



= R3 (Satz 11) 



Durch Fortführung der Buchstaben a, b, c 
bekommt man ebenso: 

RQ = R° 
Q = R«-l 



und ihrer Indices, 



Linear - Substitutionen und Invarianten. 

Erklärung. In eine Gleichung eine lineare Substitution 
machen, heisst statt der ursprünglichen Unbekannten 
neue einführen, welche mit ersteren durch Gleichungen 
ersten Grades verbunden sind. » 

Haben wir die GJjßichung ersten Grades 

ax| -f bX2 -f CX3 = 
und setzen darin : 



■^: 



■4i 



• 'S 



•lÜ! 






?>:vte^ 



'^^.^' 



-3} 

-Mi: 



•s:-~ 



■m 



■ ix* 



\'- »^ 



• n - ■ ■ 






1) X!-G,y, +ß.Y2 + r,Y3 
H = «iJi -t- ßurj "^ TuTs 
wir dieses als lineare Sobstitution bezeichnen.' 

3. Eine lineare Substitution hat nur Sinnf wenn 
uinaate aus den Coefficienten der neuen Un- 
1 nicht veiBchwindet. 

ui: \a ß Y \ 

/> = «' ^' ''' 

I «„ ßu Tu I 

8 System 1) nach den y auf, so erhält man: 

/»y« = ^x, + 4x2 + ,4„K3 

/»ya = öx, + ^xj + ß„X3 

/jyj = Tx, + /;xj + /',|X3 
Z' etc. die Unterdetenninanten von p sind. 
in jO = 0, Eo würden die Werthe der y, wenn man beider- 
p dividirt, unbestimmt, nnd es besteht also obiger Satz, 
iudeningen, welche Gleichungen ersten Grades durch uine 
ititution erleiden , sind leicht zu llbcrsehen , während bei 
höhern Grades die neuen Coefflcienten complicirtere Äus- 
len. "Wir wollen indessen folgendes bemerken : 
iu wir unter einer vollständigen, homogenen Form 
mit 2 Variabein, den Ausdruck: 
' + na3x,>'-»X2 + (5) ajX,°-2 Sj^ + ... anSj» 
!ht, eine solche Form jeden Grades hinzuschreiben, -wenn 
ren Coefficienten weiss. 

ine vollständige Form dritten Grades aus den 4 ersten 
obiger Form wäre : 

a,Xi' -H aSjXj^xj + SajXjXj^ + a^Xj^ 
i-oUstkndige Form vierten Grades aus den letzten Coef- 

+ 4an_3X,äx2 + 6an-2X,*X2* + ian-iXjXjS + »„Sj^. 

:den derartige Darstellungen später mehrfach gebrauchen, 
ndereminteresse sind nunlineareSubstitutionen von der Form 
X, = yi + Xz^ 

S5 = yj + ^^v 

'ir diese in eine Form zweiten Grades : 

il[x) =ax| ^ + SbxjXj -\- CX2' 
ins, indem wir nach Potenzen von X ordnen : 
IX { zi(ayi + bya) + z^Cby, + cy^) j + Xii(£) oder: 

fiy-) + 2x\^,r, -^ ^,r^\ + xxz-) 

■ und /"j, also die Formen ersten Grades der ersten und 
cienten aus f(x) sind, während f^y) und {(z) die ur- 

Fonn in y resp. z geschrieben bedeuten. 
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Macht man dieselbe lineare Substitution In Formen hBhern 
und entwickelt noch Potenzen von X, so hat meisteus nur de 
flciftit von i zur ersten Potenz InWtesse. Ist die Fonn yom n**" 
80 erh&lt man nach der Sobatitution : 

und zwar hat der Coefflcient von X stets die Form : 

worin ^j und i'j die Formen n — 1. Grades der ersten und 
CoefQcienten aus der ursprünglichen Form in y geschrieben be 
Die Determinante der beiden linearen Gleichungen 
1) ax, + bx^ = 
a,xi + b,xj = 
ist D I a b I 

U, b, I 
und muse fQt das Zusammenbestehen der beiden Gleicluingt 
Bchwinden. Wir wollen zeigen, dass sich dieses durch eine 
Substitution nicht ändert. Die lineare Substitution sei gegeben 

2) X. ^«y, +^y, 

'=2 = '^Ji + ^Jl 

deren Determinante fi = aß^ — ßa^ nicht verschwinden darf (Sa 
Aus 2) folgt: 

P7l = ^iß, - ^ß 
Pli = ^2« — x,a,. 
Seizt man aber die Werthe für x aus 2) in die Gleichung 
d. h. fuhren wir die Substitution aus, so wird 

3) Ay, + Byj = 
A,yi + B,y2 - 

wo A = aa + ba, ; A, = a,a + b,a, ; B == a^ -I- b^, ; B, 
+ b|y9| ist. Für das Bestehen des Systems 3) gilt die Bedi 

«' = Ii,B,t=« -■ 

Ua + b«, a^ + b/9,| _ \a ß\ . ]a b | _ . 
I a,« + b,«, a,^ + b,^, I - I «, ,9, I 1 a, b, I - " 

R' = ^ . R = 0. 

Da nun p nicht Null sein darf, so kann R' nur verschv 
wenn R =^ ist; d, h, aber R = bleibt auch für das tr 
mirte System bestehen. Man nennt daher R eine Invarian 
Systems. Sie ändert sich bei der Substitution nur um die 
tutionsdeterminante p, und zwar hier um die erste Potenz der 
weil das System 1) in x nur vom ersten Grade ist. 

"Wir definiren daher: 

Eine Invariante ist eine solche Coefficientenve 
düng, welche sich bei einet linearen Substitutio 



itutiousdeterminante oder eine Potenz der- 
I; die charakteristische Eigenschaft, welche 
erschninden aüBgedrückt wird, ändert sich 

L g. Die charakteristische Eigenschaft, welcha. im vodlegendea 

) BDagedrDckt irürde, ist ias ZasamoiBnbeitehen der OleichDngea 



T. Kapitel, 
idung der Determinanten auf die 
Theorie der Gleichungen. 

§ 10. 
mltanten und SiakriminaDten. 

jr sahen wir, dass 2 Gleichungen ersten Grades 

ax, J- bxj = 

a,X| + b,i2 = 
I gemeinschalUich hahen, wenn ihre Determinante : 

R = h M = 

I a, b, I 
ie Resultante der beiden Gleichungen, 
g: Diejenige Bedingung, welche z wisch 
;nten zweier oder mehrer Gleichungen sta 
[ Bie eine gemeinschaftliche Wurzel h'abi 
.nte genannt; sie ist das Ellminationsiesul 
inten aus den Gleichungen. 
*ei Gleichungen vom Grade n und r die Unbekan 
:n, verfahrt man folgen derma^sen. 

) = ax" + bx»-! + p = 

I = a,KJ + b,K'-' + Pi = 

ichuDgen, so bilde man 

i3 ■= 0; x'-S- f[s) = 0; . . . . f(s) = 
>J = 0; x''-2.Kx) = 0; . . . . j.(xj = 
man n -f r Gleichungen, aus denen man die x r« 



eliminiren 


kann 














el. Die Resultante 


zwe 


ier Gleichungen 


zweiten Gra 




a,x^ 


+ 


2b 
2b 


S + 


= 
= 
= a,x3 + 


2b,xS 


+ c 
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wir bekommen daher das System: 

ax3 + 2bx* + ex + = 

+ asS +2bx -^ c =0 

a,x3 + 2b,x' + c,s + = 

+ a,x3 + 2b,s + c, = 

dessen Detenninaote durch Elimination von x^, j}, x 



R - 



2b 







2b 



I 2(ba, — ab,) (ca, — acj 
I (ca, — aCj) 2(cb| — bC|) 
T Gleichung zweiten i 



. 2b. c, 

' ^ 2b, c, 

2) BaUpi«!. Die Resultante e 
dritten Grades zu bilden. 
fCs) = xaS -j- 2bx + c = 0; K^) = a,x3 + 3b,x» + 3c,x - 
Man bilde das Sygt«m: 

xSj(x) = ax* + 2bs3 + ex* + +0 = 

X f[x) = + a x» + 2b X* + c X + = 

f(sj — +0 + ax2 + 2bs + e - 

X ■ f(x) = a,x* + 3b,xa + 3c,x' + d,x + - 

p(x) = + a,x3 + 3b,xä + 3c,x + d, = 

Die Resultante davon lautet: 

a 2b c Ol 
a 2b c 0| 
a 2b c = 0. , 
, 3b, 3c, d, 
a, 3b, 3c, d,| 
Aufgabe. Welchen Werth muss b haben, damit di 
Gleichungen: 
x« - 2bx + 21 = 
x*- 8x + 15 = 
le gemeinschaftliche Wurzel haben. 
Auflösung. 1 2 Cb + 4) (21 - 15) I „ 

1(21 -15) -2(84 + 156) |~ ^ 
i. öb^ + 48b+ 115 = 



Für den ersten Werth von b haben beide Gleichungen die gc 
Wurzel 3; för den zweiten die gemeinsame Wurzel 5. 

Erkläiung. Diskriminante einer Gleichung 
jenige Coefticienten Verbindung, deren Veracl 
ausdruckt, dasa die Gleichung 2 gleiche Würz 

Eb sei gegeben: 

fCx) = as" + nbx»-' + (Dcx"-! + . . . p = 
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nel der GlcichoDg und z ein 
d wir durch den Ausdruck 

^ + h 
dadurch darstellen, daes man ^ a 
ufen lässt. Für ^ = erhalt n 
f (x) = die lineare Substitution x. + Xz 

r Gleichung ist, so ist f(x} = 0, und 

,1 + C.) ;'(■■■■> + . ..•■'■'W = o 

Wurzel der Gleichung sein, d. h, soll 
sei s. haben, so muss mit Bezug auf ol 
lal Wurzel von 11 (s) sein ; d. h. /7 



h&zn muss aber: 



^ 



■Vj =■ 

;e Formen n — 1. Grades der ersten r 
f(x} =^ sind; sollen sie zujsammen 
iltante verschwinden, und diese Result 
te der ursprünglichen Gleichung. 
t Diskriminante e|iier Glcichi 



c* + 2bx + c = 







a. + b; A,= 


bs 


+ 


ax + b= 






bx + c = 0. 






e gebüdet gibt 






1: 'l = . 




b= 



leichung zweiten Grades ist also i 
lie Gleichung 2 gleiche Wurzeln. 

einer Gleichung dritten Grades zi 
■ 3bx* +.3cx +d = 0; 
E ns^ + 2bx + c ^ 
E bx* + 2cx -t d = 0. 
1 Gleichungen ist: 

'ac — b^) (ad - bc) I I « 
i - bc) 2 (bd - c^) [ I ^3 

»ibischen Gleichung ist also 



r 



»'»'■^■^' 



y 
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■ 

worin a, yJ, 7* in vorstehender Weise von den Coefficienten der 
Gleichung abhängen (vergl. Auflösung der cubischen Gleichungen). 

Anmerkung. Resultanten und Diskriminanten sind zugleich In- 
varianten. 

;. 11. 



Anf lösung der Oleichungen zweiten Chrades« 

I. Analytisch-Geometrische Betrachtungen. 

Sind a und ß die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

ax2 -h 2bx -h c = 

2b c 

so ist bekanntlich a -^ ß = ; aß = — und als Auflösung 

a - a 

erhält man b-j- 1/^ j) 

^ X = = 

a « 

worin D die Diskriminante ac — b^ ist. Ist dieselbe negativ, 

so hat die Gleichung 2 reelle Wurzeln, ist sie positiv, 

so hat sie 2 complexe Wurzeln, ist sie Null, so hat die 

Gleichung 2 gleiche Wurzeln. 

Denken wir uns die Wurzelwerthe a und ß durch Punkte einer 

Geraden repräsentirt, welche von einem beliebigen Anfangspunkte 



a 



a-hß ß 



derselben die Entfernung a und ß haben, so ist das Zusammenfallen 
derselben, wenn D = 0, unabhängig von der Lage des Anfangspunktes 0. 
D ändert sich also bei einer linearen Substitution nicht. Verlegt 
man nämlich den Anfangspunkt um eine Strecke ?5^, so wird aus 
einem frühern Punkte x jetzt x + ^ ; machen wir also in die 
Gleichung diese Substitution, so wird 

a(x + *)2 4. 2b(x -f *) -f c - 

_ — (a?» 4b) ± 1/b'^ — ac _ — Ca^4-b)± ]/"^^^ 

X — — , 

a a 

Die Diskriminante D ist also zugleich Invariante der quadratischen 
Gleichung und zwar hier eine absolute, weil kein Faktor vor- 
getreten ist. 

Mit Hülfe der quadratischen Ergänzung erhält man 



vf-ri 



(-1)'= 



a 



<*-" 






-i ; 






) 






:% 



$i 



■Ay. 



Y' . • 



^? 



'.t--.; 



^*y: 



'i:': 



. •■. -. J.i. 



' » ■■ 'S. I 



.<(' 
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b 

Uten System sind jetzl x ^ geworden, 

juadratische Ei^äoEung bedeutet geomeirisch, 

a eine Strecke — verlegt worden ist. Mit 

in Anfangspunkt bekommt man als Wurzeln 
entgegengesetzten Werthe : 



'1/^ 



es ist also die Substitution x — ; 



— H — , d. h. der neue Anfangspunkt liegt 

ß, und ein Blick auf dig figur zeigt, dass 
neuen Anfangspunkt .die Funkte a und ß 
!tzte Lage haben mussten. Indessen kann 
Substitution nicht die allgemeinste Auf- 
rhat löst man die quadraliaclie Gleichung 

' man mit Anwendung der quadratischen 



-b±i/— 


D 


" 



-b± 1/ - D 

inander verschiedene Werthe fttr x. Wir 
einer allgemeinern AuflQsungsformel umsehen. 
Formen, als speciell der Substitution der 
angehörig, enthalten sind. 
Coefficienten die Wurzeln ein, so wird: 



. + «/9-0 



-^)- 
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Setzen wir der Unterscheidung wegen y statt x auf der linken 
Seite, so wird: 

3) y = 



a 

X 



2 

In vorstehender Form haben wir dann eine Zuordnung von Pujikten 
(Werthen) vor uns; jedem Punkte x entspricht in obiger Weise ein 
Punkt y, und zwar findet ein zweimaliges Zusammenfallen statt. 
Für X = a wird auch y = a und für x = /9 wird auch y = /?. 
Wir können daher sagen: Eine quadratische Gleichung ist 
der analytische Ausdruck der Abhängigkeit zweier Werth- 
systeme von zwei bestimmten, durch die Gleichung 
gegebenen {a und ß). Um die Art der Abhängigkeit zu bestimmen, 
geben wir einem Punkte den Werth des arithmeti«chen Mittels der 

OL ^ ß 

beiden Wurzeln, setzen also x = — ^ — , so rückt der zugehörige 

y oo weit, denn es wird nach 3) y = oo. Damit liegt aber zugleich 
die Vermuthung nahe, dass die Zuordnung überhaupt derart sei, dass 
awei zugehörige Punkte x und y zu den festen Punkten a und ß 
harmonisch liegen. Sind also x und y zwei beliebige Punkte, 
80 muss das Abstandsverhältniss des Punktes x von den Punkten 
a und /?, abgesehen vom Vorzeichen, gleich dem des Punktes y von 
a und ß sein, wenn die Punkte x, y, a, ß harmonisch liegen sollen. 
Diese Abstände sind aber resp. x — a^ ß — x, y — a, y — ß und 
es muss sein: ^ 

X — a y — - a 

Setzt man aber für y den Werth aus 3) ein, so lässt sich das 
Bestehen dieser Gleichung leicht verificieren. Wir bekommen das 
Besultat, dass durch eine quadratische Gleichung in allgemeinster 
Weise eine harmonische Zuordnung von Punkten (Werthen) zu zwei 
festen, durch die quadratische Gleichung gegebene, ausgedrückt ist.*) 
II. Allgemeinste Auflösungsforpa dej Gleichungen 
zweiten Grades. Drücken wir in 3) a und ß durch die Coefficienten 
der Gleichungen aus, so wird: 

bx 4- c 

ax -f- b 
Für einen beliebigen Punkt x = Ö erhalten wir den zu ihm und^ 
den Wurzeln der Gleichung 

f(x) = ax^ 4- 2bx + c = 
harmonisch liegenden durch 



rvj 



-T« 



'(r^ 



i/ 



*) In der neuem Geometrie bezeichnet man eine derartige Znordnang mit 
dem Namen Invohitlon. X: 



K 



m 



■Kein der Gleichung t(ii) ^ zu finden, können 
t verfahren und zu den beiden Punkten 

= 9 und X = j-- — - oder x H — -— — = 

äff + h a* + b 

annonischen suchen. Bezeichnen nir kurz 
X _- ö = durch q = 6 und 
+ b) + bö ,+ c-= dorch p = 0. 
gesucht werdcD, welche zu 
p = und q = 

> und q gleiches aber entgegen gesetztes Abalands- 
lüssen, etwa ^ und — i, so erhallen wir solche 
e Gleichungen: 

— ^ i und — - =: — ^ oder , 
q q ■ 

p + ;q = 
p — ^q = , 

ein der Gleichungen müssen also enthalten sein in 

pl - yl V = 
tztere Gleichung bis auf einen constanten Faktor, 
wollen, gleich {(x) sein. 

p3 _ >i2q3 - Rf(x) 
S, zu bestimmen sind, 
usführung der Quadrate: 
Ca5+b)2-/i2J+2xj(a*4-b)(b^ + c) + *>iaj 

rechte Seite = R(ax^ + 2bx + c), so erhalten wir 
der beiderseitigen CoefUcienten zur Bestimmung 

Igen: 
= Ca*+b:)2->i' 
= (_a»-+b)(\,9 + c-) + m 

erhält man leicht: 
b* + c 
h. die quadratische Gleichung in 9 geschrieben. 
nn ge fanden: 

X = ± i/P=^ 

, dass das harmonische Theilverhältniss gleich der 
skriminante der quadratischen Glefchung ist. 
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Es ist also p2 - i\^ = f(_») . f(s). 

Da DTin f(^} nicht verschwinden kann, bo wi^: iHr 4Ü ^ 
welche ffx} KU Null machen,, auch p^ — ^*q' ^ 0. Letzteres 
aber ^ dutch 

p + ^q = und 
• p-Jq ^ 0. . 

Die beiden Wurzeln der Gleichangen f(s] = müssen alsi 
halten sein, wenn wir Ar p, q und k die tesp. WerOie setz» 
folgenden Äusdrüclcen: ' 

I. x(ai?4b) + bi* + q4-(x-*)l/b2^^ = 
a. s(aii + b) + b# + c-(x-^)l/b5^^ = 0. 
Ans I, und IL erhalten wir kurz für x die beiden Werth' 

''_ a5 + b± 1/-D 

worin also auch die "Wurzeln von f(x) := enthalten sein rn 
Wie wir wiesen, igeschieht die Auflösung der Gleichung f(x 
gewöhnlich durch die quadratische Ergänzung, was für uns m 
spezielle Form ist, wo einer der harmonischen Punkte oo fen 
andere in der Mitte. Ton a und ß liegt. In der That setze 
in m. ^ = OS, so erhäft man, nachdem Zähler und Nenner 
durch & dividirt ist, die bekannte Auf Jösungsfonn : 

,v. ,,-b±i/=ir. 

Dasselbe erhalten wir auch, wenn wir üir & den andern 
monischen Punkt, nämlich den Mittelpunkt zwischen a und ß s 
a±ß 
2 
nach einer leichten Reduktion auch IV. erhalten. 

Setzt man aber in in. 5 = 0, So erhält man den Werth 
der durch Auflösung nach — resultirt, nämlich: 

^ -bil/IlD" 
& =^ ist aber so viel als x == 0; d. h. der Anfang! 
wird zu einem der harmonischen Punkte genommen; der andei 
wird dann das harmonische Mittel zwischen a und ß (P'ormi 

Setzt man für ^ letzteren 



Für & = — ^ — oder in Coefficienten ausgedrückt & = 



b V2C>^+ß^ 

in lil., so erhält man auch, wie es sein muss, für x die Fo: 
Es wird fBr«5 = ^ . 



~ -^c + b^ibV— D ~ — bi-K^D 
Betrachtungen vollständig abzuschllessen, wollen wii 

,"„JV - w ■ w 

afinerksanlta^it widmen, weil sie ^ins 2 neue Fonoen 
ttiBcben GleichuQgen liefert, welche direkt die Aiif- 
n Esphcite heisst obige F(*in: 

luf beiden Seiten in der Klammer durch & und setzt 
i'ird: 
b)2 - (b' - ac) - a (as^ + 2bx + c) oder 

.x' + 2bx + c- i-{(ax+bp + d}, " 

ttstsnte ist, so muss, wenn die linke Seite verschwindet, 
(ax + b)* + D =.0 
X bekommen wir die beiden Gleichungen 
™ ax -■• b + V^D = 



aber iä' — 0. so wird: 

+ 2bx + c = -^{(bs + 0* - "^b^ - 

diwindender t(x) wird auch 

(bx + c)2 + x^D = oder 

yn. bx.c+xJ/^~A 



der quadratischen Gleichung, nämlich 
. b)2 - (b^ — ac) = oder (as + b)^ + D = und 
■ c)2 - s2(b2 - ac) = oder (bx + c)' + x^D = 
letlegung in die Faktoren die Auflösungen IV. und V. 
Es sei die Gleichung gegeben x^ — lOx + 21 = 0. 
= 21 -25^ — 4; a=l;b=— 5. Form IV. gibt: 
■x-5)a-4 = x2-10x + 21=0 d. i. 
x - 5} + 2 = d. h. ;£, = 3 
x - 5j - 2 = d. h, X, - r, 
rhält man ebenso 

C-5ii + 21)'-4i"-0 d. i. 
Pl - 5x) + 2i =.0 d. h. X, = 7 
(21--5i)-2i = ä. h, x„=3.' ' 



J 
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Anmerkung. Für die Schulpraxis sei nocli • bemerkt, dass «ich die Dar- 
stellnng der quadratischen Gleichung als Differenz zw0ier Quadfite für die 
Losung sich dann besonders empfiehlt, wenn x^ mit einem mehr odef weniger 
grossen Coefücienten behaftet ist, damit man nicht mit dem Quadrate desselben 
als Nenner zu operiren braucht, wenn man die quadratische Ergänzung macht. 
Man wird vielmehr direkt die Diskriminante b^ — ac bilden, indem man sich 
merkt, dass sie aus dem Quadrate des halben Goefficienten von x ver- 
mindert um das Produkt der beiden äussern besteht, und dann Ims 

(ax 4-b)2 - (l/b2->ac)2 = ' 
beide Lösungen hinschreiben. Es sei gestattet, ein Beispiel anzuführen : *) 

Nach dem ziemlich unschönen Prozess des Rationalmachens erhält man die 

Gleichung: 47x2 4. 230x - 3913 = 0. 

Man hat jetzt nur die Diskriminante 115^ + 3913 • 47 = 444^ zu bilden 

und man erhält aus (47x 4- 115)2 — 4442 = Q 

die beiden Gleichungen: * 

47x + 115 - 444 = d. i. x= 7 
47x + 115 + 444 = d. i. X -- - 
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Aufgaben. 



1) Durch welche Transformation gehen Form IV 

und V in einander über? 

2) Welche Coefficientenbedingung muss erfüllt sein, 

wenn Form IX und X direkt gleich f{x) 
sein soll? 

3) Welche andere Formen lassen sich aus IX und 

X durch Division mit x^ herleiten ? Man stelle 
x2 — lOx 4- 24 = in diesen Formen dar. 

4) Aus dem Doppelverhältniss von 4 Punkten, 

welche durch die Gleichung: 

ax2 + 2bx -f c = 
a,x2 + 2b,x -h c, = 
gegeben sind, die Resultante beider Gleichun- 
gen herzustellen. 

Anleitung. Sind aß und a, /?, die Wurzeln der Gleichungen, 
so stelle man das Doppelverhältniss: 

durch die Goefficienten dar; man findet leicht: 

y_ 4 j 2 bb, - (ac, - ca,) }' 

Haben beide Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel a — a, 
so wird ^ = und mithin die Resultante : • . 



(i 



1 +>i\* 



*3 Heiss S- 69 118. 

Diekmann, Determinanten. 






^«5 



.* 



1 



j2bb' - Cac, - ca,)p - J . 4 = 
pag. 36 übereinstimmt 

5) Man zeige, dsss die Mögllchkeiteo a = a,:, 

(t = ß^; a, ^ ß; ß = ß, auf dieselbe Reral- 
Unte führen. 

6) Für welchen Werth von i hat eine der beide» 

Gleichungen 2 gleiche Wuraeln? 
1 = + 1 ; d. JJ, = d. h. J = oder J, = 0, 
ä pag. 37. 

7) M»n leite diesen "Werth ^ = 1 für a = ^ ab. 

8) Welche Co efflcienten Verbindung findet statt, 

Trenn die 4 Wurzeln der beiden Gleichungen 
harmonisch zugeordnet sein sollen? 

.1 = - 1 d. i. 

.,-2hb =0 oder: |" ^ 1 *+ i "' ^' I = 0. 
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iflosnii^ der onbiachen Olsldinngeii. 

I. Algebraische Lösung. 
n Cootdinaten lautet eine cubische Gleichung: 
.,* + 3bX|^ + ScXiXj' -|- dK2^ ^ Oj 

= X, 80 erhält man die Gleichong in unhomogener 

ai3 + 3bx2 + 2c3 + d = 0, - 
I Form: 

r(x) = x3 - 3ps - 2q = 
kann; von letzterer wollen wir daher ausgehen. 
§. lernten wir eine Invariante unter dem Namen 
e kennen, welche für die Lösung von charakteristischer 
In so fem nun die Invarianten, als algebraische 
gewisser charakteristischer Eigenschaften gegebener 
f die Coeffieienten derselben enthalten, vmterscheiden 
lern Formen, welche mit dem Namen Covarianten 

>n sind algebraische Aasdruckaformen für 
.kteristische Eigenschaften der Gleichungen, 
en Coeffieienten derselben auch noch die 
in thalteaund,wiedielnvariauten, Relationen 
welche sich dnrch eine lineare Transfor- 

ändern. 

ischo Gleichnng: 

I. fCx) = piä _ 3px - 2q = 



- öl — 

wollen wir vorab 2 solcher Formen aufstellen, welche für di 
voD wesentlicher Bedeutung sind. 

1) ^ = ps' + 2qx + p', eine quadratische Covariante i 

23 R = fp3 — q*3, eine Invariante») von f (x); 

Die AnflQsnng der cubischen Gleichung ist gefunden, v 
auf der einen Seite den Cubus der Unbekannten, oder einer 
Funktion, derselben stehen haben. Um dieses zu erreichen, g 
von folgender Ueberlegung aus: Bezeichnen wir die laufende. 
einer Geraden, gemessen in beliebigen Einheiten von einem 1 
aus, mit x, so mögen diejenigen Werthe von 2, welche der Gle 
genügen, mit a, ß, f bezeichnet sein.. Es fragt sieh dann, 
O verschoben werden, da mit in Bezug auf den nraen Anfiti 
die drei Punkte a, ß, y durch einen reinen Cubus von di 

u3-P 
dargestellt werden. 

Nennen wir die Gißsse der Verschiebung, abgesehen von 
derselben, &, so wird 

■wenn y die variabcln Punkte vom neuen Anfangspunkte aus g 
darstellt. Wir machen also gerade wie bei den quadratischen E 
gen eine Substitution und bestimmen nachher die erforderlichei 
■von d. Gleichung I wird dann: 

y3 + Syi^ + 3(^^S _ p) y + ^3 _ 3p5 „ 2q = 

Bezeichnet man das constante Glied, welches f (k) in ö get 
darstellt, kurz mit B und dividirt, so wird: 

Ist nun: 



n. 


(^ 


Pf » 


so stellen die 3 letzten Güeder der Gleichungen denCubos-voni + 


vermindert um y^ 1 — 3- 


^y 


dar 


die Gleichung nimmt 


Gestalt an: 


0' = 


.,3 


j,92-pxS 1 


Da aber aus n. folgt 


1 
■9" 






w 


TTi. 30 wiru sujiuesai 



■} R ist Diskriminaute Ton J. Die Btldungsweiae beider ergibt 
der nacbfolgenden EotwickluDg. 
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ii3 = p ist. Es wird daDD 


wenn man den Nenner rations 


»+rPH-l/f) 


rd schliesslicli 


-j^p* -[/?}■ ■ 


;immen. Aus n. folgt leicht: 


+ 2qtf + pS = 


1, und dieAuflösung'derc 


ch also auf die ,Auflö 



4 = 0. 




- q + l/q'- p3 


P 




-q-l/q'-p» 




, f 




„^ = p.„,.,. 


Wir erl 


VW. = -V^ 


■jrr + 


n Wurzeln von J : 


= sind. 


ge Beispiele, die wenigstens eil 


0; dap= 1; q - 
i»i + 2* + 1 = 


1 ist, so w 


^x'=l; 




= Oip= 12i9- 


qi 

2 


+ 251^ + 12 = 


.0 
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Bei der CubilcsTUTzelausziehung ist aber zu merken, das» 



wo e der Gleichung e* ^ 1 genügt; eioe Wurael der i 
s* — 1 = ist e = 1 ; dividirt man durch s — 1 , so erh 
durch AudSsung einer quadratischen Gleichung die beider 
Wurzeln. Alle 3 lauten: 



-- 1 



4(~» + 'V/T) 
4(-i-iKT) 



woraus noch folgt, dass e,,, ^ — ist. 

Berücksichtigt man diese 3 Werthe von e und setzt ( 
beiden Wurzeln aus J == ein, so erhallen wir die Lö 
cubischen Gleichung in der sogenannten Cardano'schen Fori 

VI. x„ = e„ P'q+ V^t + e,„ l/'q- 1/^^ 

^,„ = e,„ FqTF=ß + S„ fl-V^^ 
Hieraus ergeben sich leicht folgende Sätze: 

1) Wenn die Invariante R ein^r cubischen Gi< 
verschwindet, so hat dieselbe 3 reelle und zwar 2 e 
gleiche Wurzeln. 

R ist zugleich Diskriminante der cubischen Gleichung. 

2) Ist R negativ, so hat die cubische Gleic 
reelle und 2 complcxe Wurzeln. 

3) Ist R positiv, so erscheinen die 3 Wurzel 
braisoh in complexer Form. 

Dieses kann eintreten, wenn p^ > q^ ist. 
ad 1). R ist — 0, wenn q* — p3 = ist; in dies 
hat auch die quadratische Covariaute J i= zwei gleiche 
und ist von der Form 

„ ^^ 

= 0. 

Die Lösung der cubischen Gleiühung ist dai 
Cubikwurzelauszichung möglich; indem für die: 
f(s) denselben Doppelfaktor J hat. 



i^-fj- 



. und man ^ 



nämlich f(s) nur durch J zu dividiren, und man 
ffx) ^ x3 - 2px - 2q ^ __ 2q 



(-t)"(^-T') 



Qan die Wureeln von J = hat, die dritte Wurzel 
DiviaioD mit J g*inden wird. Die Summe der beiden 
L s und s„ ist gleich und entgegengesetzt der dritten 

- (x„ + x,„). Bedenkt man, dass q = ~ (S. Note) 

1 Gleichungen VT. unmittelbar das Gesagte. 

das Vorstehende an einem Beispiele erläutern. Bei 

2Tk3 - 36s - 16 = 
* 8 q 4 _,^ 

= T' ^1=27' ~=y;1«her 



.(..|y.o;.=-|. 



i findet 



^-(--4) 



fzeln sind: x, = -s-; x^ = "3 = ö"' 

zerfallt also in einen Doppelfaktor und einen 
ämlich: 



Aufgabe. Welches ist die Diskriminante der Gleicht 
— 3ab»x — 2b3 = ; wie lautet J und 
sind die ■Wurzeln der Gleichung? 

Antwott. 

Ad 2. ß ist negativ: 

a) wenn p3 < q^ 
b} wenn p < also negativ ist, 
da q quadratisch vorkommt, so ist es von keinem wesenllici 
flusse für die Wurzeln, ob q positiv oder negativ ist ; d. 
haben nur die beiden Gleichungsfonnen : 

x3 ± 3px - 2q = 
zn berücksichtigen; fQr beide gilt das sub 2 S. 53 Gesagte 
H. Allgemeine Lösungsform der cubischen Glei 
Es ist für die Theorie der cnbischen Gleichung von fu 
taler Wichtigkeit, dass mit HUlfe der Wurzeln _der quadi 
Covariante J = die oabiache Gleichung als Differenz zweie 
also direkt als das Produkt dreier linearer Faktoren darstel 
und dasa ihre Wurzeln in einfacher Weise durch die von 
■ausgedrückt werden kßunen. Wir wollen zunächst zeigen, ' 
reducirte cubische Gleichung f{K) = aequivalent ist m 

(x _ d)3 - A3(x - *,) = 
wenn & und 9^ die Wurzeln von J = und X ein noch 
stimmender Faktor ist. Wir setzen demnach: 

(x _ f^-ji _ ^3 (s _ i*j3 = n ■ f(x3 
worin n eine Constante ist. Durch Vergleichung der beidei 
Coeflicienten erhält man zur Bestinunung von ^ und /? die Gleic 
■ I - -i3 = 77 ■ 

& ~ yt3#, - 

Q% _ ^3^ 2 = _ p/7 . etc. 

n * * ■ , K q + l/^^R . , 

und daraus: /^ ^ -s-; -;:- let aber ^ — : dah< 

*, », q - l/— R 

(x - 5)3 _ *. (s - d,)3 = 77- f(K} und für f(s) = erha 

C- - #)3 - ^ (X - r,f = 0, 

welche direkt in 3 Faktoren zerlegbar ist. 

Indem wir es dem Leser überlassen, hieraus eine der be 
Lösungsformen (S, 52. V) 
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uns der allgem einen cubischen Gleichung: 
x3 + 3bs* + 3cx + d = 
lemaelben Prinzip behandelt weiden boU. 'Wir 
Einführung einet neuen Unbekannten, x + ^ 
e Differenz zweier Guben zu zerlegen und 
i ist, weDD & einer quadratischen Gleichung 
lie Coeffidenten von f(x) darstellbar ist und 
Is quadratische Covariante von f(x) mit 4 

stitution X + # statt s aus, so wird: 
) + 3s (a5* + 2bi* + c) + am + 3b** 

+ 3c(> + d = 0. 
irzung a^ya + 3b*' + 3o* + d = Ö; »S^ 
+ b ^= ö|| und dividirt die ganze Gleichung 

3x'|' + 3x'§+ 1=0. 

\e) s • 

chung, wenn die 3 lelateo Glieder zum voll- 
i werden; 

+ "-#1 -»'-p = »»1«' 

linke Seite sofort in 3 lineare Faktoren zer- 
derselben erhält man:*} 



wie bei d«r i«duciil«n cubiachen Gleichung und 
-^ = -^ und daas Ö,,' — aö, = b^ — ac ist 



m- 
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Dieser Ausdruck vereinfacht sich noch, wie wir gleicli 
werden. 

Die Zerlegung in die Differenz zweier Guben (Vin) war 
Bedingung (Vn) geknüpft: 

9 ' 

eine Gleicliung, welche wir auch io folgender Fonn schreiben k5: 
a^^ + 2btf + c _ ag + b 
bd^ + ictf + A ~ hif + c 
Um Multiplikationen zu vermeiden, zerlegen wir sie i 
Gleichungen, worin p beliebiger ProporjjonalitStsfaktor ist: 
adS + 2b* + c = p(_a& + b) 
b^* 4- 2c* -I- d = ^(b* 4- c) oder 
Ca* -i'h-)(ß-p) + (h» + c) = 
(b* + c) (*-/>) + (c* + d) = 
woraus mau durch Elimination von & — p, foi & die quad 
Gleichung erhält : 

I a* + b b* 4- c I 
J = \ = oder 

\b& + c 0* + d I 
(ac -b^) *2 _ (^bc _ ad;) * + (bd — c') = oder , 

Ad» - B* + C = 
Die Diskriminante der GleiChung ist 4 AC — B' = R ui 
erhält als Wurzeln 

„ B + ]/ — R 



2A 



2a 
woraus noch folgt, dass atf, -|-b =^ ■ . Das Endresultal 
als Wurzel der cnbischen Gleichung (vergl. IX) wird also: 

s= rb + ^■^(e^ad +h + s'^fiff, +b} 

■worin e eine dritte Wurzel aus 1 und S und *, die von J '= 
Wir haben noch zn zeigen, dass auch umgekehrt die 
meine cubische Gleichung sich durch 

(s _ *)3 _ ;3 (x _ öi,)3 = 
darstellen ISsst, wenn & und &, die Wurzeln von J = si 
Setzt man (s - &f - >i3 (x - ö,)3 = /7t(i), so erhält b 
ßestinunung von X und II ' 

•) Man beachte, dass ö = a*3 + 3b** + 3c* + d = * 
2b* + o) + 1)** + 2c* 4- d ist. 



1) 1 - ;ä = 

21 # - i'» 
3) ä" - W, 


a/7 

= -b/7 
= c/Zetc. 


:h leicht; 




?ii, d.h„m,rw_0. 


wiederum in 
hSlt man 


3 lineare Faktoren zerß 



;•) in den bekannten 

, + l/Ä~ (P^^Fnb + l^^aif. + b)} 

hnet mm lot 2 sndeTn der Gleichangen X 
lix nocb andere Formon, die Bicbnni slgebraii 



-45 — 91 =0. Wir bilden 



'i^i 




3 










= - 


8 

T 


;s = 


as,+b 
ax, +b 


27 
8 ■ 


Daher 


st oh 


1-6) 


s_ 


27 


-«=- 


-0, 






heid 


ung 


ein 


s linearen Faktors leicht erhi 



K=13, 

zeln sind x = — 2 ± i V3. 
, noch einige Zeit bei den Formen J und 
en Gleichnng zu verweilen. J = hat zi 
R= 4AC— B^ = ist und es lässl sich gi 
Doirten Gleichung (S. 53) zeigen, dass di 

= ß und ad, 4- b = 9„ 80 wird * = -^ 
bte noch, dass Ö- 0,= A. CS. 57.) 
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t(x^ = zwei gleiche Wurzeln hat, R selbst ist eine In 
d.. h. ändert sich durch eine lineate Substitution nur ui 
Constanten Factor, während die Bedingung, fUr die Gleichhei 
"Wuizeln, d. h. R = auch bei der transfonnirten Gleichunj 
Wir wollen dieses an derjenigen Substitution zeigen, welche 

■die reducirte Form überführt. Dieses geschieht dadurch, dass wi 

statt X setzen, und die trausformirte Gleichung lautet: 

x3 - 3CbS - ac) jf ~ (3acb - a^ d - 2b3) = 0. 
Die quadratische Cov. lautet; 

Ji=Cb2 ■ ac)x2 + {afbc - ad) - 2b(b2-ac)}s + Cb*-ac] 
Siervon die Diskriminante gebildet gibt: 
Rl = a'R, 
so dass sich letztere nur um einen quadratischen Faktor geäni 
-während die Bedingung filr die Gleichheit zweier Wurzeln 
auch für die transtormirtc Gleichung bleibt; denn R' = gibt 
Ist der Coefficient von x^ Eins, so ist R^ mit R identisch u 
nennt in einem solchen Falle die Invariante eine absolute 

B«i«piBi. x3— 9x2 _ 45x -91=0. 

Die Invariante E lautet*) 

-R = 5776. 
Rednciren wir jetzt die cubische Gleichung dadurch, dass w 
X + 3 statt X, «0 geht sie über in 

x3-72x- 280=0. 
Hierin ist — B* auch gleich 5776, aber die Wurzeln 
Gleichungen sind um 3 verschieden. 



') Msn kann J ditect am dei cubischen Slelchong herieiten, w 
X ans den ToUständigen quadratischen Foimen dei 3 eisten und 
Coeiflcienten linear eliminlrt. Diese liuten: 

ax3 + 2bx + c = od«rs;(ax + b) + (bx + c) = 
bKä4.2cx + d = 0od«rx(bs-i-c) +Ccx + d)=0 
Hieraus x linear elimtnlrt gibt J In der Form 
j^|ax + b bs + cl 
I bs + c ex + d I . 
Elimirt man die Unbekannte nach p. 40 gäozlicli aus obigen quadratisc 
drücken, so erhält man R auch in DeteTmiaantenfoim : 

„^|2(b»-»)(bc + ca)| 

Schreibt man dabei J eis 

Cas + b) Ccx + d) -- (bx + c)', so wird J = 0, wenn ax - 
nnd hx + c ^ ; oder ex 4- d ^ und bx + c = 0. Hieians eigi 
leicht die Bedingnngen, unter welchen die cabtscbe Oleicbung ohne 
wutzelansjlehnog lösbar ist. 



isslich noch einmal znsammeu, so ergibt gioh der 
in den cubischeu Gleichungen enthaltende 
in in eine cubische Gleichung die Wurzeln 
hen Covariante J = eine, so zerfällt die 
ung io die Differena aweier Cuben. 
} Man zeige, das» J' nnd A in einander über- 
gehen, wenn man in J, die Sabaiitution 

statt X macht. 
I Wie laatet die Lösung der aus der allgemeinen 
cubischen Gleichung enthaltenen reducirten cu- 
bischen Gleichung? 

Man berechne hiernach die Wurzeln der obigen 
Gleichung s^ — Sx^ — 45x — 91=0. 

positiv; der itreduktible Fall der 



linante R einen positiven Werth, so erscheinen 
kubischen Gleichung in complexer Form, Setzt 
a ± ib, so nehmen die Lösungen VI folgende 

X, = (. + ib)V. + (.-IbjV. 

+ (a-lb)V.] + -i-^[(.+ibJ".-(.-ib)V.] 

+ (:,-ib)v.J--i-|/r[(.+ib)>'._(,-ib)v.J 

den Ausdruck Vaiib stets in die Form uiiu 
1} jede von a und b abhängen, und mau sieht, 
Verthen tär s,, x^^, x,,, sich das Imaginäre weg- 
leichung 3 reelle Wurzeln hat, welche alge- 
xer Form erscheinen. 



\ log (a^ + b«) 



u = arc. taug — 

n-|-ib= Ka^ + b'ei» 

a-ib= KaVb^e- 

b - 
tang ip^ — ein, s- 



-2/7««. fid.nnri>' 


+ b'y. 


= -i/r[c..-|--i/r. 


"1] 


= _Kp-[c..±.v/r 


-4] 



die Wurzeln sind also in der That reell. 

Die vorstellenden Werthe fBr x sind enthalten 



,2Krc.. (^5^) 



für D ^ 0, 1, 2; dieses benntzte man dazu, 
«ubischen Gleichung direkt dadurch herzustellen, dai 
die Form der Deflnitionsgleichung von cos, 3a z 
welche bek^fintlich ist; 

XV. 4 cos 3a - 3 cos a = cos 3( 

durch Vergleichung mit s? ■ — 3px — 2q ^ bestir 
und daraus a, dann nahm man die 3 Wurzeh 
einfach aus 

2|/ir». (« + ^)n-0,l,! 

Aber a priori ist nicht einzusehen, dass die auf diese 

3 Werthe, welche auf der Dreiwerthigkeit der cos. F 

nun den algebraischen Lösungen der Gleichung wirk 

wie es die Formen XIV thun. 

Führt man in die Gleichung. 

s} — 3px = 2q 

eine Winkelfunktion ein; etwa x ^ X cos a, so wi 

S„ äp 2q 

CO. « ^, to.0- ^3, 

fflri = — 7-oder i — 1 V/p wird 



Kps 

Welchen Werth nun a auch haben mag, links 
Definition von cos. 3^; da wir hier aber für cos. 

haben, nämlich — t- — i , welcher von den Coefficient« 

i/p> 

Gleichung abhängt, so erhält dadurch auch a eine 
und die Identität XV. ist, wie für jedes a, so auch 
Hiernach würde jede cubische Gleichung die Deflnitii 
funktion sein, deren Argument durch die Coefflcientc 



ein. Wir bekommeo d^er den 
r poailiveD DiakriminaDte 
chnng eine Winkelfunktion 
1 von den Coefficienten der 

8 den Werthen XIV die Gleichung 
Wurzeln sie aind. — Antwor.l. 
- 2 l/^coB. <p= 0. 
ti ergibt sich aus tang, ^ = — 

t - K«: ». , 



ch R durch den Winkel ^ aus? 
-.. K = p3 sin. *(fr. 
Werthe für B und q durch Winkel-, 
msgedrilckt in die Formeln VI 
in, unb zeige, dass das Imaginäre 



3. 

netritoher Detenuinuiteii und 
rojektiTitfit 

2 feete Punkte u und u an und 
ihl anderer A, B, C, , bo 



Lbstandsverhältnissen zweier dieser 
Punkten u und W ein Doppel - 
dsverhältnifis des Punktes A von 



ei pj, das des Punktes C sei pj 
Utnias der Punkte A und B von 
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. -1 > ■■ ' ■ 

t 



u und «>, welches wir mit (u A B u) bezeichnen wollen, gleich 
Pi 



P2 



also 



(u A B y) 



= Ei 
P2 



(nBCü) = 



-_ P2 



P3 



(u C D y) = -^ und wenn D der letzte Punkt ist: 
P4 

(u D A i>) = E^ 

Pl 
Im Vorstehenden wurden die Doppelverhältnisse so gewählt, dass 
wLt die Punkte A, B, C, D . . . zwischen den Punkten u und u 
cyklisch vertauschten. Liegen nun die Punkte ABC... zu den 
Punkten u und ü so, dass das Doppelverhältniss von je 4 Punkten 
"bei der cyklischen Vertauschung stets dasselbe bleibt, so nennt man 
nach Cleb 8 ch die Lage dieser Punkte eine cy kl i s ch - pr o j ekti^vi sehe. 
Ist also im vorliegenden Falle 

Ei = P2 ^ P3 ^ P4, 

P2 Pa P4 Pl 
so liegen die Punkte u, A, B, C, D v cyklisch-projektivisch. Nennt 
man dann den gemeinschaftlichen Werth jener Doppelverhältnisse 
etwa e, so ist 

Pl = eP2 
P2 = ^3 

Ps = «P4 
P4 = SPl 
Daraus folgt: 

Pl Ps Ps P4 = s* Pl P2 Ps P4 oder 

4 

Die cyklische Projektivität ist also an die Primitiv- Wurzeln der 
Einheit geknüpft. Indem man also die Gleichung 



x» — yö 







in die Faktoren: 



X — 5 y = 
X — e2y = 



X — finy = 

wo e^, e^, . . . Sm die n Wurzeln der Einheit bedeuten, zerlegt, 
erhält man n Werthe, welche cyklisch-projektivisch sind, und der 
Sinn der sogenannten binomischen Gleichungen von der Form: 

ax*» ± b = 






l^*»--" 



Wenn wir also die cubischen Gleichungen durch 
nrzeln Ton 

J = 
reier Oaben zerlegten, so heiast das, vir auchteu 
erthe, denen die Wurzeln der cnbiachen 
kliach-projektivisch zugeordnet waren, 
sammenhange mit den Primitiv- Wurzeln steht eine 
chen Determinanten, deren Reihen durch cyklische 

Elemente einer Beihe entstehen, 
len die 4 Elemente aj oj 03 &], so lasst sich 

aj aj ag aj 

ß = »4 »1 ^2 83 

a^ A] Oj a^ 

»2 »3 »4 ai 
jeder Reihe dieselben Elemente, nur cyklisch ver- 

Nun hat man ; 
|A, 4- ajAj + a3A3 + a^Aj ^= R 
lAj + ajAg + agA, + a4A] = 
1A3 + ajA, + ajA, + a,Aj = 
[Aj + ajAj + &3A2 + ajAg = 
i erhält man ferner: 

f ag + 84) [Aj + Aj + A3 + A4] = R. 
j Wurzel der Einheit, so kann man für obigen 



+ S^ag + e^aj) [Aj + s^Aj e^Aj + eAj] . 
.e Multiplikation aus, so erhält man wieder obigen 
lan sich nur erinnert, dass e* = I, e* = e*, etc. ist. 
nan auch den Faktor 

(a, + e\ + £% + s%') 
Iberhaupt in beiden Faktoren an Stelle der £ be- 
erselben treten können. 

^4) C *i + s*a + s'*3 + ^\^ in + ^^*2 + ^'"3 
S) (a, + e\ + e% + s'aj) = R. 



■ O3 



■ 



)y >. 

1 1/Tist. Diese 



Cx + jO (* + ey) (s + eV), ' 



Daher ist obige Determinante gleich: 
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(x + y) (x + 



1 +i]/T 



)( 



x + 



- 1 - i 1/3 



) 







V .: iv;^. 


:^'^^"J 


J ' ■ - " 


,;••., «(V« 




■ vr»f^ 


# 





= (x -h y) (x + ey) (x -f e^y) (x + e^) 



2 "^ / V ' 2 

Dies ist aber bekanntermassen = x^ -f y^. 

Rechnet man obige Determinante auf gewöhnliche Weise aus, so 
erhält man auch x^ 4- y^. 

X y 

y X 

y X 

y X _ 

eine Primitivwurzel von yi ist e = i; dann iste^ ^ — 1 ; e^ = — i. 
Daher ist obige Determinante : 

(x + y) (x -f iy) (x - y) (x - iy) = x* - y*. 

Aufgabe. Man stelle afi + b^ in Form einer Determinante dar 
und zerlege sie in binomische Faktoren. 

Anleitung. Um die Primitivwurzeln von e = ]/ 1 zu finden, 
erinnere man sich, dass e^ — 1 = (e — 1) (e* + e^ -f- e^ + e + 1) 
ist. Die reciproke Gleichung 

e* + e3 -j. £2 ^ e ^ 1 == 
aufgelöst gibt die Primitivwurzeln. 



Anflösnng der biquadratischen Oleiehnngen.*) 

Bei der Auflösung der biquadratischen Gleichungen, deren all- 
gemeine Form 

f(x) = ax* + 4bx3 4- 6cx2 -f- 4dx + e = 
ist, verfahren wir nach demselben Prinzipe wie bei den Gleichungen 
zweiten und dritten Grades. Wir suchen eine neue Unbekannte so 
einzuführen, dass die Gleichung in die Differenz zweier Quadrate 
zerfällt, f(x) = also in die Form 

zu bringen, wobei M oder P oder beide in Bezug auf x quadratisch 
sein müssen. Wir wollen vorab zwei Invarianten der biquadratischen 
Gleichung anführen, deren Entstehungsweise unten nachfolgt: 

i = 2 (ae - 4bd + Sc^) 
a b c 
j = 6bcd =6 (ace + 2bcd — ad^ — b^e — c^) 
c d e 
und folgenden Satz beweisen: 

Es ist stets möglich mit Hülfe einer einzigen Unbe- 
kannten die biquadratische Gleichung in die Differenz 
zweier Quadrate zu zerlegen, und wird diese Unbekannte 
durch Lösung einer cubischen Gleichung von der Carda- 
noschen Form bestimmt. 

*) Vergl. einen Aufsatz des Verfassers in: Zeitschrift für mathem. und 
natnrw. Unterricht. Vn, pag. 100. 

Diekmann, Determinanten. 5 
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-^ 
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^'^ 
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>■■..:' 
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mit a, »0 bilden die 3 ersten Glieder 
le des Quadrates von ax' + 2bx + c; 
e Grösse & unteibringen und (as' + 
hnen. Man erhält dann leicht; 
0+2Cb*+bc-adx)+Cc + 5)S-ae 
ng: 

+ 2R3t + S». 

che Form; soll sie ein vollständiges 
kriminante vewohwinden, d. h. 

ß2 = oder 

x) =a [xT* + Sf oder abgekörat: 
= y und daraus: 

/>a = oder an 
P =0 
P =0 

' die vollständigen Ausdittcke ein, so 
f[x} := durch die Äuflüanng der 
en: 

r)x + c + ö-s = o. 

bestimmen, so würde zunächst 



4ac + a 



i + &y - ae 

;u berechnen sein. Die Gleichungen 
ine Funktion der Wurzeln zu bilden, 
hnet man nämlich die Wurzeln von 
mit Xj und x^, so Iiat man die Be- 

2b + r 



I Werthe annehmen*} und da rechta 
des darin steckenden &, welche von 

diesen sind je 3 gleich und entgegengeaetiL 



einei Gleichung dritten Grades abh&ngt , ' so wollen wit 
sprechenden mit T^ T^ T^ bezeichnen; man h&t dium: 

, _ + _, _i 

T 

A. Sj — xj — xj + X4 = -^ 

ij + Xj — 33 — X4 SB — ^; schreibt 1 

11,+iij-rij + x, = - — 

so kann man die x beiechnen nvd erhält: 

>^-£{-*>' + '■1 + fi + n} 
1 



- 4b + r, - 7i 



I 



- 7-, + r, - r, 



Um 7* zu finden mnas d bekannt se^y ; & berechnet sie 

r* . S» = R* oder: 
(4b» - 4m + 2aö) [(c + öp - ae] = [b(c + {f) - > 
Durch AnafUhmng der Maltiplikation (man betradite c 
eine Grösse) erhält man eine Gleichung dritten Grades : 
J2=03-Cae + 3cS-4bd)Ö + 2Cace-c3-ad*-cb*- 
= d. i. 



Die Gleichung J2 = hat die Form der Cardanoschen 
ihre quadratische CoTariaute lautet: 

A3 = ß^ i-& + -K-', die Invariante 



Jg = liefert die Waraeln 
.„_ -j±l/-Rfi 



; daher sind die 3 Wurzeln ' 



r eingesetzt liefern T 
le, kann xj — Xj + X3 


V- 

v- 

V- 

~x 

diez 

chun 


RS 
"^ 

T^. Wie 

6 Werthe 


4b^-4ac + 2aÖ 
lend auch 6 Werthe T, 
. muss also einer Gle 

-4CbS-ac) 


u 2 gleich 
sechsten 


:Ja 

= P ein, so 
nur gerade 


ergibt sich 
Potenzen 


Sleichung 
r enthält, 



+ B7^ -h c = o 

i Zweideutigkeit des ± 7" fort; denn 
Vorzeichen fest, etwa T^ und Tj, so 

_ _C_ 

woUea wir noch bemerken, dass nur 
thwendjg ist. Denn die ^ setzen sich 

i V = P'— j — K— B^und da 



st, V durch Division gefunden werden. 

Gleichung ffx) =; hängt also ab 
len Gleichung ß =0, welche die 
len Gleichung genannt wird; sie hat 

allein die I,.!)sung derselben macht 
n Co efßcienten Verbindungen einige ujn- 
die sich nur in besondern Fällen ver- 

h. ja — 6j^ -= 0, so faUt die Quadrat- 
=^ hat 2 gleiche Wurzeln *„ = ^,„. 
= 7*3 und die biqnadra^ische Gleichung 
= Kj. Sie sind reell, wenn T =i 

ind da &,, = it.,, = — -jr^ ist, so sind 
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in diesem Falle auch x^ imd X2 reell; ist dagegen ac — ^2 > aiJ^, 
so sind alle 4 Wurzeln imaginär. • 

Ist femer ac — b^ > a^, so sind für positives d^ X3 und x^ 
reell, x^ und X2 imaginär, da dann #,, und d,,, negativ sind. 

2) Ist R positiv, so sind die d alle reell (casus irreductibilis) 
und f (x) = hat entweder 4 reelle oder 4 imaginäre Wurzeln. 
Sind alle T reell, so sind alle x reell, sind 2 T imaginär, so sind 
alle X imaginär. 

3) Ist R negativ, so ist d, reell, 1^,, und d,,, imaginär. Die 
biquadratische Gleichung hat dann 2 reelle und 2 imaginäre Wurzeln. 
Dieses ergibt sich leicht l&lgend^pnassen. Es ist 

^„ — ^,„ hat aber die Eotm lya (A— B), da e„ — e,„ = i\/3 iat. D. h. 

(?•„- rjCr,, + ?'„,) = il/3-(A-B). 

Da nun T,, — 7,,, und ?*,, -f- T^m i^a Allgemeinen keinen gemein- 
schaftlichen Faktor haben, so muss ■ entweder T,, — 7*,,, rein imaginär 
sein und dann ist 7*,, — T,,, reeU, d. h. die Gleichung hat die reellen 
Wurzeln X3 und X4 oder es ist T,, — Tj,, rein imaginär, dann hat 
die Gleichung die reellen Wurzeln x^ und X2. 

4) Ist i = 0, so reducirt sich i2 = auf ^3 ^ = Oundwird 

a 

rein cubisch. 9, = j/ ^ ; ^„ := e„ j/^^ ; *,„ = s,„ |/ -|-. 

5) Ist j = 0, so wird aus ä j=fi 



i 



Die Wurzeln ^ind 



^3 _ ^ ^ = 0. 



OÄ. = - 



II 



=-*,„=]/l- 



6) Ist i = 0; j = 0, so sind alle Wurzeln von Q Null uft^^ 
f (x) = hat 3 gleiche Wurzeln. 

Aufgaben« 1) Wie lautet die cubische Gleichung, deren Wur- 
zeln r,2, r,,2 und r,,,^ sind? Man unter- 
suche, wann dieselben positive oder negative, 
reelle und imaginäre Wurzeln hat. 

2) Welche Bedeutung hat i = für die Cova- 

riante Jo? ^ 

3) Welches sind die Wurzeln von iß = 0, wenn 

aUe 3 einander gleich sind? (d, = ??,, = 
dj,i =0. Weshalb?) Was folgt daraus fÜK 
« i und j? 






I 






^sP 









= ist? 



" welche Gestalt hat 
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4) Welche Gestalt hat fCs) = 0, 

dabei T'l 

5) Welche Bedingung muss zwischen deh Coeffl- 

cienten der biqnadrat. Gleichung stattflndeu, 
wenn aie in 2 quadratische Faktoren zerlägt 
werden boU? 
■tzt man 

I = Cßsa-!-2;9K + r) (a,x' + 2|3,x-l-r,)- 
refi Vergleich der Coefflcienten von r(x) mit denen 
ren 5 Gleichungen, um erstere zu bestimmen. Zer- 
eser Gleichungen, nämlich: 
60 = «?-, + ;-a, + ißß, 
der Grösse &, so in »wei, dasa 
. ya^ = 2c-2» und ißß, = 4c + 2*, , 
Gleichungen zur Bestimmung der a, ß . . . . Zur 
& selbst erhält man direkt die Bedingung fi = 
Form S. 67. 



§. 15. 
adratiachen ^leichnagf ohna cnbischeBetolTeste. 
äesolvente nsd ihre quadiatiiohen Faktoren. 

Vorzug der Resolvente Q ist, dass sie die Form der 
lung besitzt, so ist es ein weitere; Vorzug, dass aie 
dratisoher Faktoren dargestellt werben kann, indem 
ligen Fälle herleiten wollen, welche für eine ptak- 

biquadrat. Gleichung die meiste Bedeutung haben. 
ich die Gleichung j2 ^ darstellen als (vergl. 8, 66) 
T^S^ - R2 = 

dieser Gleichung sind 

'^ {Izl 
^5 Ur° 



enPall anbetrifft, s 


sieht ma 


n aus den Gleichungen 


X3 = Xj 


+ H i 


t, oder mit Rücksicht 


auf die 


pag. 67) 


bekomme 


a wir den 


Satz: 




einer Gl 


eichung 


vierten 


Grades die 


Summe 


1 zweier 


Wurzel 


n gleich 


der zweier 


andern 
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i8t,*so läsSt sich die Gleickung ohne cubische Resolvent» 
auf ein« quadratische zurückführen. , 

Dieser Fall ist bedingt durch das Zusummenbeflltehen der 
Gleichungen : • 

T = 2a# + 4b2 — 4ac = O" «# 

^ t • ' R = b* + bc — ad = 

woraus man durch Elimination von & die Bedingung erhält: 



2 = 



4 

oder ausgeführt: 



a 2(b2 ac) 

> 


= 


b bc — ad 




/ a a 


d 

-f — 
a 



IV. 21-— 1 - 3 ^ 4- — = 0. 






In dieser Gleichung kommen 4 Grössen vor, bestinmA man 3 von 
ihnen willkürlich, so kann man die vierte "berechnen und dadurch 
beliebig viele Gleichungen vierten Grades herstellen, welche der 
Bedingung 2* = genügen. Nur »wenn b unbekannt gelassen wird, 
stösst man auf eine cubisc^ Gleichung von der Cardanoachen Form. 
Da e nicht .in IV. vorkomAt, so ergibt sich: 

Dass es eine einfach OO Schaar von Gieichungen vierten 
Grades gibt, welche bei 3 gegebenen Coefficienten der 
Bedingung 2=0 genügen. 

Die Bedingung 2=0 sagt aus, dass der Wer^h von d, berechnet 
aus T = 0, gleich dem, berechnet aus R = sein muss, d. h. 

jl 2(b^ -* ac} ad — bc ^ 

a b 

. Setzt man einen dieser Werthe für # in die Gleichung I. unÄ 
n. ein (S. 66), so nimmt die biqüadratische Gleiohung folgende 
beiden Formen an: ' 



V. 



(j ad — bc 

für V' = ; und 

b 



a 

Beide Gleichungen sind direkt zu lösen. ' 

Führt man in IV. die Wurzeln statt der Coeffitienten ein, so 
erhält man die schon aus A (pag. 67) ersichtliche Bedingung: 
2= (X1+X3— Xj — X4) (xi— X2— X3+X4) (xiH-X2— X3— X4) = 0. 
wie sie obigem Satze entspricht. • 
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Ab - ' • 

h mit — , eo nimmt die Bedii 

**.■'. 

I Xj X3 Sj 

S3 X4 X, Sj • , 

S3 Xj X, 

ht zu bfihslten ist, wenn g^ii' 
hinsctueibt. 

= l;'b = 2i c= 3, ao wird 

d = 2. 
eichuQgent 

h. 6 - 3x2 + 4 ."2x + e = 
Bs^ + 8x + e = 0. • 

L e beliebig verSndert, hat n^o 
iBgen, die direkt 46sbar sin^ hei 
o hS9*n vir die Gleichong;* 
h I8x»+ 8x -'3 = 0. 
alent mit 

4x + 1)S -*4 = 
h Ausführung des Quadrates dir 

Gleichung zerfällt in 

4i + 3 = und 
4s - 1 = 0/ 

^3 = -.2 + VT; «4^-2 

i- Xj — X3 + x^. 

£9 in der H«iiil hat, den CoelSciend 

hen, lijdeiD man die Gtelchan^ durch 

ach die einfichers (jestalt: 

- 3b ■ c + d = '0 , 

i« Goefflclcnten von z^, x^ nnd x 



+ ay 


- «e - 


+ «) 


— ad =0 oder 


^"I 


- m = ■ 


+ »)' 


- «»d' = 0. 5 
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oder ausgeführt : 



VI. . n^^.±'-^ = 0.: . ' 

a' a a^ 

Die Bedeutung von S »r für die biqu^dnpüsche Gleichui^ 
erhellt aus deB Gleichungen f. und ü. (pag. 66). Es ist nämlich 
x^Xg — 3DjX4 = Jß, worin x^ X3 — X2X4 wiederum eine Funktion 
ist, weitete» '3 Werthe annehmen kann.*) Bezeichnet man die 3 ent- 
sprechenden Werthe von S , welche von dct in S vorkommenden 
dreiwerthigen Grösse d abh&ngen, n^t S, S„ S,,,; so hat man: ■ 

x^Xg — X2X4 = S, 
B. X1X2 — X3X4 = S,, 

X1X4 — X2X3 = S,„. 

Ist nun S = 0, so werden die Wurzeln j^oportional und wir 
bekommiBu ^den 

Sat9. Wenn die Wurzeln giner biquadratischen 
Gleichung einander proportional sind, so ist die biqua- 
dratische Gleichung ohne cubisehe Resolvente lösbar. 

Der Werth von & aus dejpi Gleichungen 1) ist 

^ = — c ± K ae und 

o ad 

^ = _ c + y, 

es muss also + 1/ ae == — sein, was die Bedingung 77= in anderer 

' ad 1 1 /• — 

Form ist; durch — wird auch das Zeichen von |/ae bestimmt. 

b 

Führt man einen der Werthe von d in die Gleichung •' 

i!/2 ^ p2 =^ 
ein, 90 nimmt di^ biquadratische Gleichung die Gestalt an : 

^2 + 2bx + V^Y - ^^'^^ == 0; d. i. . . ' • 

[ax2 + 2bx + V^Y - x2[4b2 - 6ac 4- 2a V^^ = 0. " 

In der Bedii||ung /7 = kommen 4 Grössen vor, von den«n 
3 genügen, um die vierte zu bestimmen; macht man den Coefficienten 
a = 1, so hat msai nur 8 Grössen, von deifan 2 zur Bestimmung 
der dritten genügen. Durch willkürliche Wahl derseltifen kann maa 
wiederum beliebig vi^e biquadratische Gleichungen aufatellen, welche * * ^ 

direkt lösbfir sind. Da c in 77 nicht vorkommt, so ehalten iKr 
auch hier den " 

Satz: Es gibt eine einfach 00 Schaar von biqua» 
dratisq.lien Gleichungjßn, Velche bei 3 g^gebe^en Coef- 1 

ficienten ohne cubisehe Resolveate lösbar sind. 

•i 
*) Eigentlich 6. Vergl. Npte pag. 66. ] 



*» * 
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. statt der CoefQcieiit«n di? Wur 

»• . 

^äl 1=^ s^j Ix, S4J 

^i 1 I ^ ^2 1 I ^ ^3 1 . 
lie Gleichungen B (pag. '73) sei 

siia=l; b=3; c=c; d = 
Gleichung : 

- 12x' + 6cx' + 84k + 49 = 
darstellbar in der Form: 
+ 7]2-_sa[36-6c + 14]0 = 

tzte Klanmier rational zu machen, 



h 12x3 ^. 46xS + 84x + 49 = ' 

ist identisch mit 

ix + 7] 2 - JÜ? == d. h. 

x2 + 8x + 7 = 

jci + 4jc + 7 = 0. 
i 'Wiizeln: 
-1; X3= -7 

- 2 + i VT; xj = - 2 - i V 
sichung f(x} = 0, sondern auch di 

gern Satze (pag. 73), dass hierhe; 
nnten recipioken Gleichungi^ vii 
!>ekanntlich a = e, \ind d. == b, m 

tedingong VI (pag. 73) kann min'aacl 
d' _ _e_ * ' 

b*~ a 
der beiden äassersten GoetfUi 
rate des Yerliäliiiisses der (belc 
I. In dieser Form eieht min leicht, 
in^eine von der gevahDllelieD Form 
IbergedUut Verden, kenn. Um setze 

_. d' 1 /T 

-5k3>10s2 + 15x 4-9=0: 



obige BedingoQg iat eriöllt, (la I -r-l = U üt; Hit * = yyS wild ans 
dar Gleiehuiig die gewöhnliche leciproke Form erhalten : 

Oeomelrische Interpretation. Darch die biqnadr&t. I 
sind 4 Punkte gegeben. Diese 4 Paakte kann man auf 3 
verschiedene Arten in Punktepaare verlegen ^vergleiche Gli 
A und B). Sobald eine solche Zerlegung gefanden ist, 
Gleichung gelöst. Diese Zerlegung tvtrd gefunden durch eine i 
Q = 0, welche die Gruppen trennt und vom dritten G 
Die AuflSsung einer allgemeinen hiquadratischen Gleichung i 
voa einer cubischeu Gleichung abhängig, welche die 4 E 
Ponktepaare trennt, in Bezug auf welche die htipiadratische < 
sich auf 2 quadratische Gleichungen rednci<t. Die 4 Fi 
cabischen Gleichung bilden ein bestimmtes Doppelverhältniss 
eich, je nachdem man die Paukte paarweise einander 
ändert. Diese Zuordnnng hängt von ß '= aii. Wird j 
reducirt sich J3 = auf eine quadratische Gleichung, deren 
gleichen aber entgegengeaetaten Werth haben: die 4 Pui 
f(x) = liegen dann also harmonisch. Fassen 
einmal zusammen, so bekommen wir folgende Fälle, bei di 
biquadratische Gleichung ohne Cubikwurzelausziehung mßgl 
I ^ =^ 0; die Wurzeln sind arithmetisch zngeoi 

n. /? ^ 0; „ „ „ geometrisch „ 

in. j = ; „ „ „ harmonisch . „ 

IV. i = 0, j = 0; „ „ »au drei einander ) 

Schliesslich sei noch bemerkt, daas der Gedanke nahe 
allgemeine biquadratische Gleichung durch eine lineare Su 
so ^ transformiren, dass sie der Bedingung I. o^r n. genll 
die. Gleichungen, auf welche man im günstigsten Falle zw 
mung der Coefüoienten der linearen Substitution stSsst, sind n 
ebenso compl^irt als die fileichungen J2 = 0, durch wi 
biquadiatische' Gleichung allgemein gelöst wird, 

Aufgaben. 1) Man bestimme die Gleichungen, voi 

Wurzelfunktionen B (p^. 60) ab! 

2) Bezeichnet Aan c + Ö mit a, go i 

K1X3 + XjXj = 2a; 

leztere Wurzel funktion kann auch 

annehmen; wie heissen sie und vo 

Gleichung sind hier die Wurzeln? 

3} Man lasse einige Coefßcienten der al 

UiquaiiTatischen' Gleichung zu Nul 

und untersuche die Gleichung auf 

dingungen i. und n. 



VL KaplteL 
aus der analytischen GeO 



S- 16. 
gaibva über die gerade Linie. 
Aufgaben denken wir die allgemeine 
len in der Pönn: 

) A3 + By + C = 0, 

Lftlform aei; 

) xcoa« + yco9;9— p = 0, 

'ota Än&ngspnnkte aaf die Gerade, ud 

)D mit den Axea sind, denkt man i 

d von der Geraden (2) eine Paralleli 

} unge&ndeit ; der Abstand der Faral 

ist aber p + d, daher lautet die Glei 

XQCosa+yocos/?— (p+d)=0 
) d = socos« + yco8^— p. 
Iso in die Normalform der 61 
ie Coordinatsn eines ausser ihi 
1,. so drückt die linke Seite den 



;eht in (1) über, 



I/a^ + b*' 



Punktes Xjyo von den Geraden 
Äx + By + C -= 



5) d: 



AX|) + Byp + C 



a sind zwei Gerade gegeben, die 
naten ihres Durchsctinittspun 
finden. 

en: Ax 4-By +C =0 
A,X -r B,y -1- C, = 



. Siod die beiden Geraden ia der Notm&Lform (2) gegeben, s 



AnmerkQDS. 1} Sind beide Linien parallel, so liegt Ihc Dutc 
ponkt CO fem, die Verthe itr s nnd y werden daher auch OO, and i: 
sind also puallel, wenn der Nenner 



2J) Sind a und a, die Winkel, welche die Lothe p unc 
der A-Axe mafflitB, so ist der Winkel, den die gegebenen 
ffiit einander machen a — a,. Sollen dieselben _L aof i 
stehen, so ist a — a, = B ; d. h. : 

sin a . coB a^ — cos a eina^ = 1 . 
Die Werthe für sin. und cos. nach (4) eingesetzt und qnadi 
als Bedingung des Senkrechtstehens zveier Geraden in gewü 
Form: AA, + BB, + = 0. 

Aufgabe n. Die Gleichung der Geraden zn 
welche durch die Punkte xj, und x„y,, geht. 

Die gesuchte Gleichung sei: 
■ Ax + By 4- C = 0. 

Zur Bestimmung der A, B, und C hat man zwei ähnliche Glei 
in ?[,y, und x,j„; man findet: 



Dies« Werthe in obige Gleichung gesetzt geben: 



ß) 



y, 



1 






r) Cy, - y J * + C'',, -^^7 + s,y„ - y,x„ = 0. 

Anmerkung. Wir geb^ &I3 AnwentBg die Aufgabe, den Inl 
Dreiecks za bestimmen, welches durch die 3 Punkte A(^XgygJ, 
CC^iiyn) gebildet wird. 

AnflQsnng. Setzt man jn (y) die Coordinaten i^yg t 
80 erhält man das Loth h vom Punkte A auf die Gerade f 
(5) V«. S., nämlich: 

• . j,'^ (y, — y,,) J^ + (^:. — O Jn + ^Ji, — J^iX,, 
Kcy.-y.P + C^,,-'^,)-' 



ist 


aber (BC)'; daher: 














H 


yj 


1 




^.< 


— ''Jvo +M„ — y,s, 


= X, 


y, 


1 




h- 


ßC = 2J daher: 

1 ^ yo 1 




y„ 


1 




- 


^ J. ^: 1 ■ 










B 


edineniie zn finden 


, dass 


3Pu 


nk 


e 


ty);.Cx,y,);"x„y„3 in 


einer 


Ger 


ade 


n 



ithJUt 3 Gleiohungen, fUr.^^en Zusammen- 
^ng erhält: 

X y 11 

■!, y, 1=0. 

»M y» M 

j Bedingung zu finden, dass 3 Gerade 
sich in einem Punkte schneiden. 
Geraden seien: 
Ax+By +C =0 
A,a + B,y + C, = 
A„x+B„y+C„=0. 
kt (sy) zusammenbestehen, so muss 



Qatade schneiden sich In elaem Fnnktg, 
mit einer beliebigen constunten mnltipli- 



i,ji + B,j + C^+ft (A„x + B„y + C„) = t) 
ao muM, wenn nan nach s und y ordUbt: 

4 + M, + "A,, ^ 

B + jUB, + i/B„ = 

D + /«, + wC„ = P 

iminatioQ von X, fC- v zur selben Bedingung. 
Gleichung der Verbindungslinie des 

! zweier Geraden mit dem Anfangs- 

ildeu Geraden seien: 
.x4-By + C =0 
,x'+B,y+C, = 

mnas die Form; ** 

A„x + B„y = haben. 
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FilT du Zusammesbestehen der 3 Gleichungen haben 
Bedingung : 

lA B C I 
A- B, C, = 0. 

]a„ b„ I 

Dividirt man die letzte Hori^ontalreihe durch A^, und set 
B X 
der letzten Gleichung -r- "= . »o wird : 



A B C = oder in entwickeller 
I ■*, B| c, I 
(AC — CA,) X. + (BC,, — CBJ y = als Gleichung der g( 
Geraden. 

Aufgabe TZ. Die Gerade 2U finden, welche dun 
Schnittpunkt der beiden Geraden ans Aufgabe V. gel 
parallel zur x-Axe ist. 

AuflösuDg. Sie mnsB die Form haben: 

B„y + C„ = 0; oder -i^ = — . 
Wir erhalten analog wie vorhin: 

JA B C I 
A, B, C, = 

I K c„ I 

B 1 

durch C,| dividirt und t^- = — gesetzt, gibt in entwickeUei 

als Gleichung der verlangten Geraden : 

• (A,B — B,A) y + (CA, — AC,) = 0. 
Aufgabe VH. Die Gleichung der Geraden zu f 
welche durch den Schnittpunkt der beiden Geradi 
Aufgabe V. nnd durch d»n Punkt (x'yO geht. , 
AnflBsnng. Sie habe die Form: 

A„x + B„y + C„ = 
da sie auch den Punkt s^y, enthalten soll, so muas auch': 

A„x, + B,,y, 4- C„ = sein 
und aus diesen beiden Gleichungen erhÜt man 



C,| xy — yx C,, xy — yx 
Die Gerade A„x 4- B,|Z + C„ = soll aber durch den I 
punkt der beiden Geraden aus Aufgabe V. gehen und das gibt t 
dingang : 

|A„ B„ C„I • 
A B C = 0, 
A, B, C, 
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, die gefundenen Werlhe eingesetzt, gibt 

I y — y, K, - X xy, - j-x, j 

A B • C f = 0. 

I \ B, C, j 

■aufgaben. 1) DieKeken eines Dreieck 
i„); welches sind die Gleichungen der S 
Mit HUlfe von Aufgabe U. erhält a 
y + ab, — bft, = etc. 
Leichung de« Perpendikels zn finden von 
ietade Ax + By + C = 0. 
'. Die gesuchte Gleichung sei A|S,+ . 
litigUDg der Bedingung aas Aufgabe 1. . 

ACy-y,) + BCx, -x3 = 0. 
w sind die Gleichungen der HShen des Dr 
(a - a,) X -}■ (b - b,) y + Ca,,"», + ^, 

ige, dasB sich die Höhen eines Dreiecks i;: 

l- Man nehme die Höheu aus 3) und benu< 
ts sind die Gleichungen der auf den Mii 
Jie und den Schwerpunktstransveraalen? 
;. Sind xy und s^y, zwei Punkte, so hat c 
gslinie Coordinaten ^ — - und ■ 

%abe n. nnd I. Anmerk. 2. 

gen, dass die Verbindungslinie der Mlttei 
parallel zur dritten ist. 
Ten, dass der Mittelpunkt des umbeschrie 
£t und Schwerpunkt ein^ Dreiecks in 

iichungen deyenigen Geraden zu finden, 
Dreiecks 1) gehen und parallel zur gegei 

eichungen derjenigen Geraden aus vorig< 
parallel zu einer beliebigen Äx -f By H 
iifgaben I bi*,9 geben wir folgende Ci 
iiecken : 

«J (2,iy, (3,2); C-4-65 

ffl C5,3> (-3,7(i (2,2) 

rt P.IJ (3,3); (2,2) 

ä) («,b) .(o,d); (e,0 

e) (4,9) (r,3); (5,-4) 
,) (17,13), (5,9); (-11-19) 



S. 17. 
Anwendung der Determinanten auf Eegelioluith 
Wir wollen z,iiii%;h|t einige allgemeine BetrachtoDgeu 
schicken und bemerken, da^8 dieaelbeu auch (Ur jede besonde 

von Kegelschnitten gelten, indem die Coefflcienten der allg 

Kegelschnittgleichung Jeden Werth, auch und OO, haben 

Die allgemeinste Gleichung einer Kurve zweiten Grades 

F(xy) = a„xä + 2^2^ + ^jj' + 2a,3X + 2a,3y + «,3 

Machen wir in F(sy) die SubBtitution 



■ Jix" 



■ ^y" 



1 - 



1 ■ 



so wird aus obiger Gleichung: 

PCx'y') + 2;{a„x'x" + »izCx'y" + x'V) + ajjy'y" + b^s(^ 
+ ajsCy' + y") ,+ aggl + ^' ■ F(x"y") = 0. 
Wir erhalten also eine quadratische Gleichung für i.; dui 
lösuQg der Gleichung nach A erhalten wir di^enigen Puc 
denen die Verbindungslinie der beiden Punkte x'y' und x 
Kurve schneidet. Bezeichnen wir den Faktor von i mit 
erhalten wir die Form: 

I. F(x'y'J + 2;p + ^^FC^'V" ) = 0. 
Soll nun die Verbindungslinie (s'y')Cx"y") eine Tangente 
müssen die beiden Punkte X zusammenfallen, d. h. obige G. 
louss 2 gleiche Wurzeln haben; die Diskriminante d 
muse verschwinden, d. i. 

n. FCc'y') ■ F(x"y") - P» = 0. 
Liegt nun der Pnnkt x'y' in der Kurve selbst, so ist 
als Kegelschnitlsgleichung erfi 
also = 0; aus I. bleibt dahe 
'x-y 2P + >iF(x'y") = 

wodurch wir denjenigen Wert 
erhalten, in dem der Kegclschn: 
die von einem seiner Punkte x 
einem willkürlichen Punkte aus 
''"y") gezogene Linie geschnitb 
Wird ausserdem auch P 
bleibt 

P ■ F(x"y") = 
d. h. ^ = ist zweimal Wu 
Gleichung und die Linie vom 
x'y' der Kurve aus ist Tang' 
Punkte x'y'. Die Gleichung d 
gente im Punkte x'y' einer 
zweiten Grades ist daher: 




l'ikUrürfaer Pnnb i r aae»ttiiAib lie* K-jt^. ebi^ »» 
IV 'tbizR frlni-JuM^ •titsüt. ii«ia 4i« «Hl XT Kjrk 
liniA »ü« Taospn«- int Piak» x 5 mia -fiLL Li«v 
fmdsKit mkIl >il>^ Pnnkb* di-^sw TnbindarisfiBÜ der 



*!i(«y -t^) ~ »laJ J 



^ <f 



* » I - ^a'.y - 



i!Tiwr O^mlea aad zwar d« Tvizeote üb Psnktr 
Liest X T oi^ ia der b 
M neltt IV. «Mh Mck 
Gcnde dar. ate> ae in 1 

■eht Tut:««», da das* Fl j 
■icht bfIit Tenckariod«. 




Für 



F(ij)— i^ls y J = 
d. h. i hai nd deicke nnd 
evucsm^Meizte Wcnhe Ton der 
Fom 

/ = -Q 

^.= -y 

d. b. die Ponkie / luid / . 
in denen die TerbinditD^Unie 
von x'y' und y' s ' die Kurve 
fcbneidei, liegeniaxT andx'y 
humonisch- 
auMerhalb der Kurve gelegenen Punkt x'y' stellt tiso 




;ezogei 



eine Gerade dar, v 
geometrische Ort der Y 
monischen Punkte zi 
dem Schnittpunkte i' 
vonx,y,^n die Kurve 
Geraden ist. Diese Gerade (L) 
heiBBt Polare in Bezug auf den 
Kegelsehnitt, nnd x'y' ihr PoL 

Rückt x'y' auf die Kurve, so fallen 
1), und J„ in demselben Punkte zu- 
sammen und L Tcird T^Dgente in s'y'. 

Wir wollen hieran gleich die Frage 
knüpfen, unter welcher Bedingung ein 
Kegelschnitt in 2 Grade zerfällt. 






l^-:^•; 
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i' < - ■ ,Vr >i» 



Sind L und L' die beiden Geraden und zieht man von P aus 
eine Gerade, so werden darauf 2 Punkte A und B bestimmt und es 
ist nach einem bekannten Satze über harmonische Stralbüschel klar, 
dass, wenn C der vierte harmonische Punkt zu A, B und P ist, der 
Stral OC der geometrische Ort aller vierten harmonischen Punkte fli? 
die von P ausgehenden Geraden ist. OC ist also Polare für P 
und man sieht leicht, dass die Polare jedes andern Punktes P' der 
Ebene auch durch gehen muss. — Die Frage nach dem Zerfallen 
des Kegelschnittes «ohliesst sich also an die Frage nach der Unbe- 
stimmtheit des Poles. 

Schreiben wir P = in der Form: 
V. x'(a„x + a^^y -pa^j) -f y'(ai2X + a^2y + ^d + (»13^ + ^^Y 

+ »33) = ö 
so muss, wann der Kegelschnitt zerfällt, diese Gleichung unabhängig 

vom Pole x'y' bestehen, d. t. em muss sein 

a^^x + ai2y + a|3 = 
%2^ 4- a22y 4- a23 = 
a^gx -+- a23y + agj = 0. 

Die Bedingung hierfür ist aber: 

*ii ^12 *M3 

^ ^^ *12 ^2 ^3 ^^ ^• 
*13 *23 ^3 
J ist die Diskriminante des Kegelschnittes, und wenn 



genügen, so 



seine Coefficienten der Bedingung J = 
stellt er 2 gerade Linien dar. 

Die rein analytische Behandlung, der Aufgabe würde sich an die 
Frage knüpfen, wann eine Gleichung zweiten Grades 

a^^x^ + 2a|2xy -f a22y^ + ^a^gx + 2a23y + a33 = 
in zwei Faktoren , 

(a,x 4- b,y 4- c,) (a„x -f b„y + c„) = 
zerfällt. 

Durch Vergleichung der Coefficienten erhalten wir die Gleichungen : 

= 2ai2 
-f a, c„ = 2ai3 
+ c„b, = 2a23 

t>n^. = ^2 
c„c, = a33 
Bemerken wir nun, dass die Determinante: 



a,,a, — 






4- b„a, 



J = 



a,,a, 



4- a,a„ a„b, 4- a,b„ 



buC, 



H- a.c 



II 



•+■ b,c„ 



4- 



c,c„ 



b„a, 4- b,a„ b„b, 4- b,b„ 
c„a, 4- c,a„ c„b, 4- c,b„ 

nach dem Multiplikationsgesetz in die beiden folgenden, identisch 
verschwindenden zerfällt: 

6* 



/-■ 



>: 



:i>- 






rv. , 






:M 



i„ b, ■ ft„ b„ c„ = 0. 

„ c, j I I 

4ie erste Detenninante die Wetthe aus obigen 

einzusetzen und durch 2^ zu dividiren, so 
lie Bedingung: 

[»11 Hi %i| 

»12 ftji »23 ^ , 

I »13 ^3 »33 I 

ben und Anwendungen. 

Bedingung zu finden, dass eine Gerade As 4- 

r C = Tangente an eine Curve zweiten 

alte von V^ eigeben sich leicht die Bedin- 

= ajjx + ajjy + a^g 
= ai2S + 822? + «23 
= »13'' + «13? + »33- 

afftktor, der beim Einsetzen in die Gleiehnng 

Gleichung der beiden Tangenten von einem 
unkte x'y' an die Curve zweiten Grades zu 

ein variabler Punkt der Ebene, so lautet 
lehe die beiden Punkte liefert, in denen die 
■ mit x'y' die Kurve schneidet : 
) + 2;p + FCs'y'J = 0. 
Schnittpunkte zusammenfallen, so muss voi- 
X 2 gleiche Wurzeln haben. Die Gleichung 
ie Diakrirainante 
?(xyj P I 

= 

p F(xy:) I 

I 2 lineare Faktoren zerfallen. 
Coordinaten des Pols einer Geraden in Bezug 
af einen Kcgelschuitt zu finden. 
+ by + c = die Gerade, so ist mit 

= oiix! + a,jy + aj^ 
= a,jx| + a22y 4- »23 
= »B't' + »23? + %3 
ie zwei dieser Gleichungen die Coordinateii 



1) 9x+ lOy — 28 = ist Tangente an die K 

3s» + Jxy + 5y» - 7x - 8y - 3 = 
-welches aind die Coordinaten des Berührungspunktes? 

Auflösung. Entvickehi wir P, so ist 
xC3x' + 2y' - i) -U.yC2s' + 5y' - 4) - (Js' + 4 
Also : p 9 = 3x' + 2y' — $ 

/) • 10 = 2x' + 5y' - 4 
p 28 = Jx + 4y' + 3. 
p ist = ^, daher 

9 = 6s' + 4y' - 7 
10 = 4x + iOy' - 8 
und daraus: x, = 2; y, = 1 ; die beiden Punkte 
der Kurve, 

2) s» + 2xy + 3y2 - 2x - 7y - 21 = 0; 
ist 10s i- 9y — 59. = 0, welches sind die Coordi. 
rahrungspunktes ? AntirDit. (5, 1). 

3) Man suche die Coordinaten des Pols zu der Gera 
13 = in Bezug auf die vorhergehende Kurve. Antwi 

4) Welches ist die Bedingung, dass eine Gerade ax 
den Kegelschnitt 

X* y' 



Aafiesnng. Die Tangente ist nach DI. -j- ± ^ 

daher die verlangte Bedingung: 

aV ± ß'ib'^ -yi = 0. 
5} Man zeige, dass die Tangenten in den Endpun 
der Kurve 

s* yS 

«inander parallel sjnd. (Aufg. I, Anmerk. 1, S. 77.^ 

6) Welches sind die Tangenten vom Punkte s'y' 

" AQflöflDDg. (Aufg. II. S. 84) 

7) Welches ist das Tangentenpaar vom Mittelpunl 

1. 



b^ ■ 



; des Tangentenpaares vgm Punkte x'y' as 
x2 + yi = t^ 

^punkte der von einem Punkte x.,y, m den 
ziehbaren Taugenten fti finden. 
r wollen, um ein Beispiel bequemer Elimination 
ibe allgemein stellen und nach den Schnitt- 
n mit obigem Kreise fragen. Die Gleichung 



hyy- 



= 



1 erhält; 



= p, so erhält 


man 


fix-cy— br* 


-U 


es + /»y + arS 


= u 


-bx + ay + jo 


= 


von X, y und 





= ±l/bV + .V-A 

I. erhält man dann leicht 


-.c± l/bV + aM-c» 


b' + a' 


-bei KbV + ,V-o> 



b^ + a 

ingspnnkte x„y,, zu flnden, berechnet man aus 
mgente: 

+ yiy,, — r^ ^ und aus 
,3+ y,J-rJ=0 

lan in vorhergehenden Formeln a=x, ; b^y, 
kommt man die Coordinaten des Bertthruiiga- 
nten Form: 



x,r 


+ 


ry,!/.-. 


'+y,' 


-tl 




' + 


tCl/« 


y,' 




y,r 


'+y,' 


-H 



«', + y,' 



Dasselbe Eliminations verfahren gilt auch, wenn di 
lauten : 

x2 + yS-2rK=0 oder 
(x — a)2 + (y — ^p— r' = oder auch für Gl 



-^±-^-1 = (Vergl. §. 6.) 



10) Die Gleichung einer Tangente vom Punkte 
Kegelschnitt P(xy) = ist: (Aufgabe n dieses §,) 

tFC==y) P |_o 

fUr einen Kreis wird daraus: 

1 s, y, I I X. 1 1 1 y, 1 1 

11) Welches i8t die Gleichung eines Kreises in 
form, der durch 3 gegebene Punkte geht? 

Zum Schluss wählen wir noch eine Aufgabe aus der 
Für die Anwandung der Determinanten in derRaumgeomi 
liehe Betrachtungen wie die vorstehenden; meist nur mit 
dass eine Variabele und im Systeme eine Gleichung 
Als. ein hübsches Beispiel der Analogie nehmen wi 
Den Inhalt einer Pyramide aus den Coord 
Kcken zu berechnen. 

Die Coordinaten der Ecken seien: (xoyoZo)' C''i5 
(X|,|y„|Zn|} und möge die Ebene, in welcher die 3 
liegen, als Basisebene, der erste mithin als Spitze de 
zeichnet werden. 

Die Bedingung, da«s ein Punkt (x y z) in der B 
ist (Vergl. Aufg. m. §, 16) 



n^ 



Nennt man die Unterdeterminanten der ersten 
A, B, C, D, so lautet also die Gleichung der Basisebi 

Ax + By + Cb + D = 0. 
Der Funkt (sdy^z,)) hat von dieser Ebene den A] 
Aufg. n. Anmerk. S. 77.) 

^ ^ At^( + Byp + Czq + D ^ /?(, 

1/ä2T"b» + c2 Va} + B* 

Nun ist aber die Unterdeterminante A nach Aufgabe 
der doppelte Inhalt des Dreiecks, welches in der Y 
die Punkte (jiZ,); (y.iZ,,); (yinBn,) geht, also die 
Basisdreiecks auf die YZ-Ebene. Ebenso ist B und 



